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AVERTISSEMENT. 



Ce fascicule est le deuxième du Cours de Mécanique et 
Machines professé à TÉcole Polytechnique par M. Edm. 
Bour. pendant la trop courte durée de son enseignement 
dans cette École. 

Lorsque la mort vint prématurément interrompre la 
carrière scientifique si brillamment parcourue par le 
jeune Professeur, le premier fascicule de son Cours (Ci- 
nématique) avait seul été publié, et Ton pouvait craindre 
que la suite ne fût perdue pour la Science; mais il avait 
laissé entre les mains de son ami M- Mannheim, Profes- 
seur à l'École Polytechnique, le manuscrit de la fin de 
son Ouvrage. M. Mannheim, voulant s'entourer de toutes 
les garanties possibles pour la publication de ce manu- 
scrit, a obtenu le concours dévoué de MM. Phillips, Col- 
lignon et Kretz. 

M. Phillips, qui avait été appelé à succéder à M. Bour 
dans la chaire de Mécanique, était mieux que personne 
en position de revoir la rédaction, d'en combler les la- 
cunes, en un mot de mener à bonne fin une si délicate 



VIII AVERTISSEMENT. 

entreprise. M. Collignon, Inspecteur général des Ponts et 
Chaussées, avait été le répétiteur du Cours de M. Bour à 
rÉcole Polytechnique. Enfin M. Kretz, Professeur de 
Mécanique à TÉcole d'Application des Ingénieurs des 
Manufactures de TÉtat, ami intime de M. Bour, avait une 
connaissance complète des idées de TAuteur sur la Méca- 
nique et avait spécialement discuté avec lui toutes les 
questions relatives aux applications de la théorie aux 
machines. 
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A l'État de mouvement uniforme. 



Ce Volume est divisé en deux Sections. 

La première a pour objet la Statique proprement dite, c'est- 
à-dire rétude des lois de l'équilibre des forces appliquées aux 
systèmes matériels. 

La seconde est consacrée aux machines et comprend 

l'exposition du théorème des forces vives, l'application de ce 

théorème aux machines en mouvement, la mesure du travail 

des forces et l'étude particulière des résistances passives, 

entre autres du frottement de glissement. 
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CHAP. I. — PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE, ETC. 3 



PREMIÈRE SECTION 

STATIQUE. 



CHAPITRE I. 

PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE 

ET DE LA DYNAMIQUE. 



Le véritable objet de la Mécanique est l'étude du mouve- 
ment dans ses rapports avec les causes qui lui ont donné 
naissance et qui en déterminent les diverses affections. 

Le but de cette étude est de nous mettre à même de 
résoudre le problème suivant, problème qui ne présente pas 
la moindre analogie avec ceux que nous avons rencontrés 
en Cinématique : 

Un corps étant placé dans des conditions parfaitement 
définies, quel mouvement va-t-il prendre? 

Réciproquement : Pour obliger un corps à prendre un mou- 
vement donné, comment faut-il faire? 

Commençons par définir avec précision les expressions 
empruntées pour la plupart au langage ordinaire, qui sont 
d'un usage continuel dans la science que nous abordons. 

Définitions, 

Un corps, en Géométrie pure, est simplement une portion 
bien délimitée de l'étendue. Au point de vue physique, un 
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corps est quelque chose de matériel (*), réunissant à la pro- 
priété de V étendue celle de V impé né tr abilité {ûoni nous aurons 
plus lard à préciser le véritable caractère), et quelques autres 
attributs qui se rapportent d'une manière toute spéciale à la 
partie de la Mécanique à laquelle nous sommes naturellement 
arrivés. 

' Du point matériel, — Nous avons distingué soigneusement, 
en Cinématique, le mouvement simple d'un point géométrique 
des phénomènes beaucoup plus compliqués que nous offre le 
mouvement d'un corps de dimensions finies, même quand ce 
corps peut être considéré comme solide, c'est-à-dire comme 
invariable de forme. 

De même, dans le nouvel ordre d'idées que nous abor- 
dons, nous simplifions considérablement les choses en consi- 
dérant d'abord un corps assez petit pour que nous puissions 
faire abstraction de ses dimensions, ne pas nous préoccuper 
des mouvements relatifs de ses diverses parties, et voir uni- 
quement le mouvement simple de l'un quelconque de ses 
points. 

Vêlement auquel on arrive en concevant ainsi un corps 
divisé en parties de plus en plus petites, élément qui con- 
serve nécessairement toutes les propriétés du corps et en 
particulier la qualité d'être matériel, cet élément, dis-je, est 
connu sous le nom de point matériel. 

Un point matériel est donc un corps dont les dimensions 
dans tous les sens peuvent être considérées comme plus 



(•) Voici une définition delà matière, empruntée à un excellent ouvrage 
de M. Cournot : 

« L'expérience la plus familière nous apprend que les objets qui aflectent 
nos sens d'une manière si variée, et auxquels nous donnons le nom de corps 
quand nous voulons les désigner par une appellation commune, sont sujets, 
non seulement à se déplacer, mais encore à changer de dimensions, de 
figure, d'aspect et d'état, et même à périr dans leur individualité par la 
désagrégation et la dispersion de leurs parties. 

» Ce qui persiste après le changement ou la destruction du corps, en 
restant inaltérable dans la collection des parties, c'est ce que nous appe- 
lons la matière, y* {Traité de l' enchaînement des idées fondamentales 
dans les sciences et dans l'histoire; Chap. HI, Des idées de matière, de 
masse et d'inertie.) 
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petites que toute grandeur assignable, ïîoni infiniment petites, 
suivant le langage mathématique. Un corps de dimensions 
finies est la collection d'une infinité de points matériels, liés 
entre eux d'une manière quelconque (*). 

Les premiers Chapitres de la Statique et de la Dynamique 
sont naturellement consacrés à Tétude de l'équilibre et du 
mouvement d'un point matériel. 



§ I. — Équilibre d'un point matériel. 

Des principes de la Mécanique rationnelle, — Le caractère 
de ces principes a été différemment apprécié : les uns y ont 
vu des axiomes évidents, les autres des faits d'expérience, 
d'autres encore des postulats, des hypothèses. La difficulté 
est des plus sérieuses. 

D'une part, en efiFel, on ne peut guère nier la certitude ra- 
tionnelle de la Mécanique, dont les théorèmes présentent le 
même caractère que les vérités les mieux démontrées de la 
Géométrie. 

D'autre part, la valeur d'une conséquence ne saurait être 
supérieure à celle des prémisses, et l'on ne peut dire que les 
principes de la Mécanique soient d'une évidence absolue, qu'ils 
s'imposent nécessairement à la raison comme les axiomes 
fondamentaux de la Géométrie. 

Les principes de la Mécanique présenteraient plutôt le 
caractère de postulats, plus ou moins analogues à la proposi- 
tion célèbre qui sert de base à la théorie de parallèles. L'exac- 
titude de ces principes ou postulats est rendue a posteriori 
incontestable par la vérification expérimentale des résultats 
que la Mécanique rationnelle en déduit par des raisonnements 



(•) Nous verrons que, dans certains cas, un corps, solide ou non solide, 
voire même la réunion de plusieurs corps indépendants, se comporte comme 
si toute la matière correspondante était condensée autour d'un certain 
point dans un volume aussi exigu qu'on voudra le supposer. 

L'étude de l'équilibre et du mouvement d'un point matériel n'est donc 
pas une pure abstraction, un simple point de départ de ce qui se rapporte 
à un corps proprement dit : c'est un chapitre de la Mécanique qui comporte 
des applications spéciales. 
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rigoureux; el la plus grande preuve de ce genre se trouve 
dans la concordance remarquable des mouvements des corps 
célestes avec les lois théoriques de ces mouvements. 

Quoi qu'il en soit, les principes dont nous ferons usage, en 
demandant au lecteur de les accepter sans démonstration, sont 
au nombre de trois seulement (*) : les deux premiers se rap- 
portent au mouvement d'un point matériel. 

Premier principe. — Loi de l'inertie de la matière. — Cette 
loi doit s'énoncer de la manière suivante : 

Un point matériel en repos ne peut jamais prendre de mou- 
vement sans la présence d'une cause externe. 

Il faut bien remarquer que la propriété de l'inertie appar- 
tient exclusivement à cet être de raison qu'on nomme point 
matériel. Notre premier principe nous apprend que la cause 
qui fait passer un pareil corps de l'état de repos à l'état de 
mouvement est externey et voilà tout. 

Cette cause, quelle qu'elle soit, reçoit en Mécanique le nom 
générique àe force {^). 

Ainsi, un corps abandonné à lui-même se met en mouve- 
ment, il tombe, donc il est soumis à une force; cette force a 
reçu le nom de pesanteur. 

Un grand nombre de forces sont ainsi désignées par des 
noms spéciaux, tels que \ attraction magnétique, la tension 
des vapeurSy Vélasticité des solides, etc. Mais, sans entrer pour 
le moment dans la discussion des propriétés particulières de 



(') Toutes les autres propositions pour lesquelles l'usage a consacré le 
nom de principes sont de véritables théorèmes, comme nous le verrons. 

(^) « L'idée de forcCy dit M. Cournot, provient originairement de la con- 
science du pouvoir que nous avons d'imprimer du mouvement à notre 
propre corps et aux corps qui nous entourent, jointe au sentiment intime 
de l'eirort ou de la tension musculaire, qui est la condition organique du 
déploiement de notre puissance motrice. Si nous n'avions pas le sentiment 
de l'effort musculaire, le spectacle du monde pourrait bien encore nous 
sugfîérer la notion de l'étendue des figures et celle de leurs mouvements, 
mais l'idée fondamentale de la Mécanique et celle de bien d'autres théories 
nous échapperaient tout à fait. » ( Traité de l'enchaînement des idées, etc., 

p. 123.) 
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chaque espèce de force, nous pouvons dire d'une manière 
générale : 

Toutes les fois qu' un point matériel en repos se met en mou- 
vement, ce point est sollicité par une force, 

La force est dite appliquée au point; celui-ci est le point 
d"* application de la force, 

La direction suivant laquelle le point d'application d'une 
force commence à se mouvoir s'appelle la direction de la 
force. 

Outre la direction et le point d'application d'une force, un 
troisième élément est encore nécessaire pour que cette force 
soit définie d'une manière complète : c'est la grandeur, ou, 
comme on dit, Y intensité de la force. 

Nous comprenons parfaitement que des effets identiques 
proviennent de forces égales; nous comprenons également 
qu'il existe des forces inégales. Par suite, la force nous appa- 
raît comme susceptible d'augmentation et de diminution,: 
c'est donc une quantité qu'on peut comparer à une grandeur 
de même nature, prise pour unité et dont on peut avoir une 
expression numérique. Nous ne tarderons pas à voir comment 
les principes de la Mécanique permettent de réaliser cette 
conception. 

On représente en Mécanique une force par une ligne droite 
i^Jig. i). A étant le point d'application, on prend sur la ligne 
qui représente la direction de la force une longueur AF pro- 
portionnelle au nombre qui en mesure l'intensité; et Ton 
obtient une ligne AF, qui représente la force en grandeur 
et en direction. 

Deuxième principe. — Loi de V indépendance et de la compo- 
sition des effets des forces, — De la manière dont nous avons 
défini ce qu'on doit entendre par une/o/ce et par la direction 
d'une force, il résulte nécessairement que toute force agissant 
seule, sur un point matériel en repos, aura pour effet de faire 
prendre au point un certain mouvement dans la direction de 
la force. Ceci est un premier point parfaitement acquis à la 
science. 
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Si nous considérons acluèllemenl une force F, appliquée à 
un point en mouvement, point soumis d'autre part à raction 
d'un nombre quelconque d'autres forces, F', F", ... et que nous 
nous demandions quel sera dans ces conditions l'effet de la 
force F, il est clair que nous nous trouvons en face d'un pro- 
blème d'un ordre tout nouveau. Ce problème ne peut être 
résolu qu'à l'aide d'un deuxième principe, axiome ou postulat, 
que nous énoncerons de la manière suivante : 

Une force agit sur un point matériel en mouvement, et sol' 
licite par des forces quelconques, absolument comme si elle 
était seule et comme si le point était en repos. 

Avec cette proposition, dont la première notion est due à 
Galilée, nous avons maintenant tout ce qu'il est nécessaire de 
connaître pour établir les fondements de la statique et de la 
dynamique du point matériel; mais l'énoncé que nous venons 
de donner a besoin de quelques éclaircissements pour être 
bien compris. 

* Soit MA {fig, 3) la trajectoire d'un point matériel soumis à 
l'action de forces quelconques F', F'^ ... ; par une position quel- 
conque M du mobile, faisons passer trois axes rectangulaires, 
et supposons que ces axes se transportent parallèlement à eux- 
mêmes, l'origine décrivant la trajectoire MA, avec les mêmes 
accidents de mouvement que le point M. 

Les choses restant ainsi disposées, le point M ne cessera 
pas de coïncider avec l'origine des axes mobiles; relativement 
à ces axes, il se trouvera en repos. Supposons maintenant 
qu'une nouvelle force F vienne à agir sur le point M, cette 
force modifiera évidemment le mouvement primitif; notre 
mobile se séparera de l'origine, il prendra un certain mouve- 
ment par rapport aux axes que nous avons définis. Cela posé, 
notre principe veut dire que ce mouvement relatif est abso- 
lument indépendant du mouvement des axes, et le même que 
si la force agissait seule sur le corps en repos. 

Il suit de là que le point M, relativement aux axes mobiles, 
va prendre un certain mouvement dans la direction de la 
force F, et la composition de ce mouvement relatif avec le 
mouvement d'entraînement fera connaître le mouvement 
effectif. 



CHÀP. ï. — PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE, ETC. 9 

Développons maintenant les principales conséquences de ce 
principe fondamental, en commençant par les cas les plus 
simples. 

Mouçement uniforme, — Considérons d*abord un point 
matériel en mouvement auquel aucune force n'est appliquée; 
s'il est animé d'une vitesse V et qu'on le considère comme 
Torigine de trois axes rectangulaires (ou obliques) animés 
d'un mouvement de translation avec une vitesse égale à V, son 
mouvement par rapport à ces axes sera celui que tendraient 
à lui imprimer les forces qui agissent sur lui, c'est-à-dire sera 
nul, puisque ces forces n'existent pas. 

Donc le mouvement absolu du point se réduit, dans ce cas, 
au mouvement d'entraînement, c'est-à-dire qu'il est rectiligne, 
uniforme, et que sa vitesse est égale à V. Donc, tout point maté- 
riel en mouvement qui n'est soumis à l'action d'aucune force 
extérieure conserve sa vitesse en intensité et en direction. 
Ce résultat est tout à fait évident, et on l'admet généralement 
comme une conséquence de la loi de l'inertie. 

Mouvement uniformément varié, — Supposons en second 
lieu un point matériel animé d'une vitesse v et soumis à l'ac- 
tion d'une force F, dont l'intensité est constante et dont la 
direction coïncide avec celle de la vitesse r. 

Considérons toujours trois axes passant par la position 
qu'occupe le mobile à l'époque t et se transportant parallè- 
lement à eux-mêmes avec une vitesse égale à v {fig. 4). En 
même temps que l'origine de ces axes parcourt l'espace A A', 
égal à vdt, le mobile s'écarte de cette origine, et le déplace- 
ment relatif ne diffère pas de celui qu'aurait déterminé la force 
F agissant sur le corps en repos. Soit donc A'M l'espace que la 
force ferait ainsi parcourir dans sa direction, laquelle est 
aussi celle de la vitesse s^; le déplacement réel est la somme 
algébrique des déplacements AA' et A'M. On voit que le mou- 
vement ne cesse pas d'être rectiligne; seulement l'espace par- 
couru par le mobile pendant le temps dt est plus grand (algé- 
briquement) que vdt, c'est-à-dire qu'il y a une certaine 
accélération. 

On obtient la moitié de cette accélération en divisant par 
dt^ le chemin A'M dû à la force F, et il est facile de reconnaître 
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que raccéléralion ainsi déterminée sera constante. En effet, 
transportons-nous à un autre instant du mouvement, l'origine 
aura une autre vitesse (^', et dans le temps dt elle parcourra 
un espace v'dt; mais la force qui accélère le mouvement ayant 
un effet indépendant du mouvement déjà acquis fera parcourir 
au point matériel, dans le même temps dt^ le même espace 
dans son mouvement relatif; donc on aura toujours la même 
accélération; le mouvement sera uniformément varié. Cette 
deuxième conséquence se présente encore comme à peu près 
évidente. 

Mouvement parabolique, — Le corps animé d*une certaine 
vitesse c est soumis à l'action d'une force F constante en 
intensité et en direction (au moins pendant un temps très 
court); mais la direction de la force diffère de celle de la 
vitesse {fig. 5). 

Nous aurons toujours à considérer trois axes animés d'un 
mouvement de translation dont la vitesse sera r en intensité 
et en direction. 

Pendant le temps dt, Torigine, qui, à Tinstant initial, coïn- 
cidait avec le point mobile, parcourra dans la direction de la 
vitesse un espace Kk'—^dt; quant au mobile lui-même, il 
aura un mouvement relatif, lequel ne différera pas du mou- 
vement absolu que lui aurait imprimé la force F, s'il avait été 
au repos; c'est-à-dire qu'il parcourra, pendant le temps û?/, 
dans la direction de la force et avec une certaine accélération 
J, un espace K'M^=^\idt-. Le déplacement réel du point 
s'obtient en composant les deux déplacements AA' et A'M. 

Prenons deux axes fixes ayant pour origine le point A, 
position du mobile à l'instant initial {fig- 5). Si ces axes ont 
pour directions, l'un Kx la direction de la vitesse c, l'autre A/ 
celle de la force F, les coordonnées du point mobile, au 
bout du temps infiniment petit que nous considérons, seront 
précisément les déplacements composants A A' et A'M; elles 
auront donc les valeurs respectives 

^ ^z r dty y rri J J<f^2 
De ces équations, et des théories développées en Cinéma" 
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tique, on lire immédiatement les conclusions suivantes : 

Quand la force qui sollicite un point matériel en mouvement 
a une direction qui diffère de celle de la vitesse du point, 

1** Le mouvement est curviligne (*); 

2" Le plan osculateur de la trajectoire est celui qui contient 
à la fois la direction de la force et celle de la vitesse; 

3** Cette mêm,e trajectoire est tangente à la ligne suivant 
laquelle est dirigée la vitesse; 

4** Enfin la droite qui représente la force fait connaître la 
direction de l'accélération totale du mouvement du point y et 
cette accélération totale ne diffère pas de V accélération qui 
aurait été déterminée par V action de la force sur le même 
point matériel pris au repos. 

Ce dernier résultat est très important : il nous donne la clef 
du rôle que joue dans la théorie géométrique du mouvement 
la notion de Vaccélération totale. C'est cette grandeur, en 
effet, qui représente à elle seule l'effet total de la force, effet 
qui se manifeste à la fois par la substitution du mouvement 
curviligne au mouvement en ligne droite et par celle du 
mouvement varié au mouvement uniforme. 

Quand on a déterminé les lois du mouvement d'un point, 
soit par l'observation, soit par l'étude géométrique des liai- 
sons de ce point avec d'autres points dont le mouvement est 
connu, chaque théorème deGéométrie relatif à l'accélération 
totale nous fournira un théorème correspondant de Dyna- 
mique sur la force qui sollicite le mobile. Par exemple, on 
■ déduit de la loi des aires de Kepler, et du raisonnement que 
' nous avons emprunté à Newton (-), que la force qui sollicite 
»ne planète est constamment dirigée vers le centre du Soleil. 
[ Nous compléterons ces notions quand la théorie de la mesure 

I — 

(') La trajectoire se confond, aux infiniment petits du troisième ordre 
près, avec la parabole représentée par l'équation 



t 



y — -J--, 

2 V^ 



qaon obtient en éliminant dt entre les équations qui donnent x ci y. 
(*) Tome I de cet Ouvrage, p. 78. 
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des forces nous aura fail connaître la relation de grandeur 
existant entre l'accélération totale et la force dont raclion 
sur un point matériel donné détermine la production de cette 
accélération totale. 

Mesure des forces. 

Un point matériel M, animé d'une certaine vitesse v^ est 
soumis à l'action de deux forces F et F', dont les directioDS 
coïncident. En raisonnant comme précédemment, on voit que 
l'espace parcouru par le point M dans cette direction com- 
mune, pendant le temps d'^ (indépendamment de l'espace çdt 
dû à la vitesse r pendant le même temps), est égal à | 

si \jdt^ et \fdt^ représentent respectivement les espaces 
que chacune des forces F et F', agissant seule, aurait fait 
parcourir au point dont nous nous occupons. 

Ceci veut dire que, lorsque deux forces agissent sur un 
même point dans une même direction, les effets de ces/orces 
s'ajoutent, l'accélération que prend le corps sous leur action 
combinée étant la somme algébrique y -h y' des accélérations 
qui répondent à chacune des deux forces en particulier. 

Or on ne peut refuser d'admeltre que, parmi toutes les 
forces existant dans la nature, il ne s'en trouve une qui, 
appliquée isolément au point matériel M, lui aurait imprimé 
aussi l'accélération y -h y". Cette force peut être substituée 
aux deux premières, en tant que résultat produit, c'est- 
à-dire qu'elle est capable de produire le même mouvement 
que les forces F et F' réunies. 

On dit que celle force est la somme de F et de F', et on la 
représente par la notation 

F -h F . 

Deux forces agissant dans une même direction peuvent être 
remplacées par une force unique égale à leur somme (^). 

(') Celte phrase exprime identiquement la même idée que nous expri- 
mions tout à riieurc, en disant que les effets de ces deux forces s'ajoutent. 
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Proportionnalité des forces aux accélérations, — 11 résulte 
i de la définition précédente que : une force F produisant Tac- 
i célération y, la force 2 F produira l'accélération 27; par suite, 

la force /iF répondra à l'accélération ny, et réciproquement. 

Donc : 

Deux forces sont proportionnelles aux accélérations qu^ elles 
impriment à un même point matériel. 

Celle propriété est indépendante de Tétai de repos ou de 
mouvement du point considéré. 

Nous nous trouvons maintenant en possession d'un moyen 
qui nous permet de mesurer une force, de la comparer à une 
force prise pour unité, et d'avoir ainsi l'expression numérique 
de ce que nous avons appelé Vintensité d'une force. 

L'unité de force est le kilogramme : c'est le poids d'un 
décimètre cube d'eau distillée à la température de4°,i, dans 
le vide, au niveau de la mer et à la latitude de Paris. 

Notion de Véquilihre. — En général, on ne mesure pas les 
forces par les accélérations qu'elles produisent : on s'appuie, 
pour arriver à efiFectuer cette mesure d'une manière pratique, 
sur la propriété de l'équilibre. 

Reprenons nos deux forces F et F', dont les directions sont 
les mêmes, et supposons qu'on ait 

F = F, 

c'est-à-dire 

et que d'ailleurs les sens dans lesquels ces deux forces agis- 
sent soient opposés : il résultera de leur action simultanée 
une accélération nulle, c'est-à-dire que, si le point était en 
repos, il y persistera malgré la présence des deux forces : on 
dit alors que ces deux forces se font équilibre, ou que le point 
est en équilibre sous l'action de deux forces égales et con- 
traires. 

Deux forces égales et contraires, appliquées à un point ma- 
tériel en mouvement, n'altèrent en rien ce mouvement, et 
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Ton peut indifFéremmeiil, pour la commodité d'une démon- 
stralion, par exemple, introduire ou supprimer de pareils 
j^roupes de forces parmi celles qui agissent sur un corps en 
repos ou en mouvement, tout comme on introduit ou supprime 
deux termes égaux et de signes contraires dans les équations 
algébriques. 

Toutes les fois que nous voyons un point matériel rester en 
repos, nous devons aflirmer qu'il n'est soumis à aucune force, 
ou que si une certaine force agit sur lui, il y a d'autres forces 
qui font équilibre à celle-là. 

Un corps abandonné à lui-même tombe sous l'action 
d'une certaine force qu'on appelle le poids de ce corps. Sus- 
pendons ce corps à un fil ou déposons-le sur un appui, il 
reste en repos. 11 n'en est pas moins pesant, et la force qui le 
sollicitait tout à l'heure agit toujours sur lui; seulement elle 
est équilibrée par une autre force égale et contraire, qu'on 
appelle, suivant les cas, la tension du fil, ou la réaction de 
l'appui. 

On dit quelquefois que deux forces qui se font équilibre se 
détruisent : c'est une expression vicieuse qui donne naissance 
à un grand nombre d'erreurs. Ainsi, quand un corps repose 
sur un appui, son poids ne produit pas de mouvement, mais 
il produit un autre effet. Il y a toujours déformation du corps 
et (le l'appui. Cette déformation, qui est souvent insensible à 
l'œil, est quelquefois au contraire extrêmement marquée, 
comme dans le cas où le corps est suspendu à rextrémilé 
d'un ressort flexible. Dans ce cas, l'effet de la force est de 
maintenir le ressort courbé, malgré l'élasticité de la matière 
(jui tend à le ramener à sa forme et à sa position premières 

Les propriétés de l'équilibre fournissent le moyen le plus 
commode pour comparer et mesurer les forces. Deux forces, 
quels que soient leur nature physique et le nom sous lequel on 
les désigne, sont égales quand elles font é(|uilibre à une même 
force. C'est ainsi que pour peser un corps, par exemple, nous 
pouvons le suspendre à l'extrémité du ressort de la y?^'. 2, 
et constater la flexion produite. Si nous cherchons ensuite 
combien il faut de décimètres cubes d'eau distillée pour arriver 
au même résultat, le nombre trouvé donnera l'expression du 






CHAP. I. — PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE, ETC. l5 

poids du corps en kilogrammes, puisque ce poids et le poids 
formé par ce nombre de kilogrammes font tous deux équilibre 
à une même réaction de ressort (^). 

II y a plus : tout autre effort développé, soit par la puissance 
musculaire d*un homme ou d'un animal, soit par le choc d'une 
veine liquide, d'un jet de gaz ou de vapeur, etc., qui aura 
encore pour conséquence une flexion égale, sera encore 
représenté par le même nombre de kilogrammes. 11 existe 
une grande variété d'appareils servant à mesurer les forces, 
mais ce que nous venons de dire suffit pour que l'on com- 
prenne comment une force quelconque est susceptible d'clre 
exprimée en kilogrammes. 

Composition des forces. — Loi générale de l'équilibre cVun 
point. — Un point matériel A étant soumis à l'action de 
forces, en nombre quelconque, considérons deux de ces 
forces {Jig. 6). 

La force F, si elle agissait seule, imprimerait au corps, 
dans sa direction, une certaine accélération AB =y. 

De même la force F' imprimerait au point une accélération 
AB'=y'; et, d'après notre deuxième principe, cette accélé- 
rationy' est celle du mouvement du point A par rapport à trois 
axes animés d'un mouvement de translation avec une accélé- 
ration égale ày. D'ailleurs, d'après la règle du parallélogramme 
des accélérations, l'accélération J de ce mouvement résultant 
sera représentée par la diagonale du parallélogramme cou- 
slruit sur les accélérations AD, AD' des mouvements compo- 
sants. Si, au lieu des deux forces F et F', on avait une force 
unique dirigée suivant la diagonale AC, et capable de pro- 
duire l'accélération J, le mouvement du point serait le même. 
On peut donc remplacer deux forces appliquées à un même 
point par une troisième qui sera la résultante de deux autres; 
on obtiendrait cette résultante en grandeur et en direction 
par la règle du parallélogramme, puisque les forces sont pro- 
portionnelles aux accélérations des mouvements qu'elles pro- 
duisent. On peut donc, au lieu de composer les mouvements 



(*) Tout ceci suppose, bien entendu, que l'élasticité du ressort n'aura pus 
subi de changement dans Tintervalle des deux expériences. 
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produits par chaque force prise isolément, composer ces 
forces elles-mêmes, et déterminer directement ensuite le 
mouvement résultant. 

Ces deux manières de procéder paraissent au premier abord 
tout à fait équivalentes; mais, si elles conduisent au même 
résultat final, il y a pour ainsi dire tout un abîme entre la 
règle géométrique évidente de la composition des mouve- 
ments et le théorème fondamental que nous venons de 
démontrer, et qui nous permet de trouver la résultante de 
deux forces appliquées à un même point matériel. 

Équilibre d'un point rnatérieL 

Observons que ce théorème, en nous indiquant quelle est 
la force qui peut remplacer deux forces quelconques. appli- 
quées à un même point, nous fait connaître par cela même la 
force unique capable de faire équilibre à ces deux forces. 
Nous voyons qu'on peut arriver à ce résultat sans employer 
deux forces respectivement égales et contraires aux forces 
données : il suffît d'appliquer au point une force égale et con- 
traire à la résultante de ces deux forces. 

Et de même, si Ton a un nombre quelconque de forces 
appliquées à un même point, on peut les remplacer par la 
force représentée par la ligne qui ferme le polygone des forces 
données; et la condition nécessaire et suffisante pour Téqui- 
libre de ces forces est que le polygone soit fermé. 

Telle est la loi générale de l'équilibre d'un point matériel, 
et toute la Statique découle aisément de cette proposition 
fondamentale, proposition dont l'importance est égale au point 
de vue de la théorie du mouvement, comme au point de vue 
de la théorie de l'équilibre (*). 



(*) Si l'on se place exclusivement à ce dernier point de vue, on peut re- 
procher à la démonstration que nous venons de donner, et qui est due à 
Newton, défaire intervenir la considération étrangère du mouvement dans 
la théorie de l'équilibre. Aussi cette démonstration a-t-elle été fort cri- 
tiquée, et remplacée par plusieurs autres fondées sur les constructions 
géométriques et les artifices analytiques les plus variés. 

Jean Bernouili dit dans le quatrième volume de ses Opuscules, p. 256 : 



i 
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On détermine analytiquement la grandeur et la direction de 
la résultante R d'un groupe de forces représentées d'une 
manière générale par F, au moyen des équations 



R cosR, ^ = V F cosF, x, 
R cos R, j — V F cosF, j, 
R cosR, ^ = V F cosF, z. 



Remarque. — Il suit de ce qu'on vient de dire que si, à un 
système quelconque de forces, nous en ajoutons une autre 
égale et opposée à leur résultante, nous produirons l'équilibre. 

En effet, on a un polygone OARCD {fig. 7), formé par les 
forces mises bout à bout; la résultante est représentée en 
grandeur et en direction par OD; si nous ajoutions une force 
égale, mais dirigée de D vers 0, le polygone des forces serait 
fermé, la résultante serait nulle; les forces se feraient donc 
équilibre. 

Pour exprimer qu'un point est en équilibre sous l'action d'un 



« Peccantj qui compositionem virium cum compositione motuum con- 
fundunt. » Je suis tout à fait de l'avis de Jean Bernoulli, et il y a, comme 
je Tai dit, un abîme entre ces deux choses. C'est même un fait digne de 
toute notre attention que la manière dont cet abîme se trouve lestement 
franchi, sans qu'on s'en aperçoive, pour ainsi dire, si l'on n'y prend pas 
garde. C'est l'exemple le plus curieux que je connaisse du passage d'un 
ordre d'idées à un autre tout à fait différent, d'une vérité géométrique évi- 
dente à un théorème de Statique fort difficile à démontrer directement, 
théorème qu'il est peut-être impossible de démontrer sans introduire d'une 
manière plus ou moins déguisée des hypothèses qui rentrent au fond dans 
notre grande loi fondamentale de l'indépendance et de la composition 
des effets des forces. 

La démonstration de Newton nous semble à la fois la plus simple et la 
plus naturelle. N'est-il pas évident que l'esprit ne peut se contenter d'une 
démonstration artificielle, quand il s'agit de propositions qui ont cette im- 
portance fondamentale? « Il faut que les principes sur lesquels une science 
tou^ entière repose se démontrent simplement ou qu'ils ne se démontrent 
pas du tout; et l'esprit ne se flatte pas d'avoir saisi l'ordre naturel suivant 
lequel les vérités s'enchaînent, tant qu'une vérité bien générale n'est établie 
qu'à la faveur de constructions et d'artifices très particuliers. » (Cournot, 
ibid,f p. 145.) 

B. — IL 2 



i 
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nombre quelconque de forces, il faut donc exprimer que le 
polygone des forces est fermé; ainsi ces conditions d'équilibre' 
sont évidemment 

y^FcosF, a:=zo. 



2r _ 

^ FcosF, z — o. 



§ IL — Définition de la masse. 

On a vu que les forces sont proportionnelles aux accéléra- 
tions qu'elles impriment à un même point matériel ; donc, pour 
un point matériel quelconque, nous aurons une équation de 

la forme 

F — mj\ 

m étant un coefficient constant. Ce coefficient varie d'ailleurs 
quand on passe d'un point matériel à un autre; sa valeur 
numérique dépend à la fois de l'unité de force et de l'unité 
de longueur; mais ces unités une fois choisies, F et y sont 
représentées par des nombres, et alors la valeur numérique 
de m est déterminée. 

Les corps, même supposés réduits, à de simples points ma- 
tériels, ne doivent pas être regardés comme identiques les uns 
aux autres, au point de vue des effets qu'ils éprouvent de la 
part des forces qui leur sont appliquées. Il existe dans les corps 
une qualité en vertu de laquelle ils diffèrent les uns des autres 
au point de vue mécanique, et dont on reconnaît l'existence 
par les accélérations plus ou moins grandes qu'ils éprouvent 
de la part d'une même force, c'est-à-dire par les différentes 
valeurs que prend, pour différents corps, le coefficient m de 
l'équation F = mj. 

Cette qualité est ce qu'on nomme la masse; et l'on dit que 
deux corps, quelle que soit leur nature chimique, ont la môme 
masse lorsque, soumis à l'influence d'une même force, ils 
acquièrent des vitesses égales dans des temps égaux. 

Il est naturel de dire que deux corps ont des masses doubles, 
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triples, etc., Tune de Taulre, s'ils exigent des forces doubles, 

triples, etc., pour prendre une accélération déterminée. Or 

ceci revient à considérer les masses des corps comme propor- 

F 
tionnelles aux quotients — d'une force par l'accélération qu'elle 

leur imprime. Enfin, on est convenu de prendre ce quotient, 
c'est-à-dire le nombre m, pour la valeur même de la masse ; 
c'est-à-dire qu'on appelle masse le coefficient /n, constant 
pour un même corps défini par l'équation 

La masse ne constitue pas une résistance au mouvement. 
Théoriquement, la plus petite force appliquée à un point ma- 
tériel libre le mettra toujours en mouvement; seulement, le 
mouvement sera toujours plus ou moins lent, selon que la 
masse sera plus ou moins grande. On se fait une idée de ce 
que c'est que la masse en se reportant à la théorie de la cha- 
leur : un corps quelconque ne repousse pas complètement 
la chaleur; seulement, il s'échauffe plus ou moins, selon sa 
nature, tout comme un corps soumis à l'action d'une force 
prend une accélération plus ou moins grande, en raison de la 
grandeur de sa masse. 

En Statique, où l'on considère seulement des corps en 
i équilibre sous l'action des forces qui leur sont appliquées, la 
I considération de la masse ne s'introduit pas. 

11 n'y a pas d'unité de masse, pas plus qu'il n'y a d'unité de 
vitesse. Dans l'équation 

F = mjy 



XI 



r la valeur numérique du coefficient m est déterminée quand 

t on a les valeurs de F et dey; elle dépend donc à la fois de 

f l'unité de force et de l'unité de longueur, le rapport de deux 

[ masses étant toutefois indépendant de ces deux unités. 

' En Astronomie, on a l'habilude de rapporter toutes les 

masses à la masse du Soleil prise pour unité, ce qui semble 

en contradiction avec ce que nous venons de dire. Mais alors 

il faut remarquer que les forces ne sont plus exprimées en 

. kilogrammes : elles ne peuvent même pas être rapportées à 
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§ III. — Du TRAVAIL DES FORCES. 

Considérons une force F, appliquée à un point matériel A 
{fig. 8), et supposons que, sous l'action de cette force (^), le 
point A ait parcouru dans le temps dt un arc infiniment petit 
AA', que nous représenterons par ds. 

Définition. — On appelle travail élémentaire de la force F 
correspondant au déplacement AA' de son point d'application 
le produit de la force par le chem,in parcouru^ projeté sur la 
direction de cette force. 

Celte définition se traduit analytiquement par Téquation 



I 

i 



(i) d .TY =.Y ds c.os>¥ , ds. 

Le travail d'une force est positif ou négatif, suivant le signe 
du cosinus qui figure dans le second membre de l'équation (i). 
L'usage a consacré les dénominations de travail moteur, pour 
désigner un travail positif, c'est-à-dire le travail d'une force 
qui fait un angle aigu avec la direction de la vitesse de son 
point d'application; et de travail [résistant, pour désigner le 
travail négatif qui fait un angle obtus avec la direction de cette 
jf même vitesse. 

I Nous aurons à justifier plus tard l'introduction dans le lan- 
1 gage mathématique de toutes ces expressions empruntées au 
Dictionnaire des Économistes, La notion du travail est une 
donnée tout à fait fondamentale dans la Mécanique appliquée ; 
comme elle implique nécessairement l'idée de mouvement, 
elle peut sembler étrangère à la Statique. Nous verrons pour- 
tant que la considération du travail est la base d'un principe 
ou théorème célèbre, dont l'introduction dans la science de 

(*) Il serait souverainement inexact de dire que le déplacement du point 
d'application a lieu en vertu de V action de la force. L'espace parcouru par 
un point mobile pendant le temps dt a pour expression vdt : il est uni- 
quement dû à la vitesse acquise en vertu des causes qui ont agi antérieu- 
rement à répoque que l'on considère. Quand plusieurs forces agissent 
simultanément sur un même point matériel, les travaux de ces forces sont 
des quantités absolument indépendantes l'une de l'autre. 
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réquilibre date de l'époque de Galilée, et sur lequel Lagrange 
a établi le fondement de toute la Statique, 

C'est pourquoi nous avons dû définir dès à présent le tra- 
vail comme une quantité purement géométrique, comme le 
produit d'une force par une longueur. Les théorèmes suivants 
résultent immédiatement de la définition du travail. 

Théorème I. — L,e travail de la résultante d'un nombre 
quelconque de forces agissant sur un point matériel en mou* 
vement est égal à la somme des travaux des composantes, 

(PONCELET.) 

En effet, la projection de la résultante sur une direction 
quelconque est égale à la somme des projections des compo- 
santes sur la même direction. Projetons sur la direction du 
chemin parcouru, nous aurons 



R cosR, ds=:^ FcosF, ds. 



Multiplions les deux membres de cette équation par le 
déplacement ds, il vient, en ayant égard à l'équation (i). 



(2) 



d,TR=z^d.T¥, 



Dans les applications du calcul à la Mécanique, les forces 
sont toujours définies par leurs projections sur trois axes reo- 
langulaires, ainsi que par les coordonnées x, y, z de leurs 
points d'application. 

Soient X, Y, Z les composantes d'une force F sur trois axes 
rectangulaires, la somme des travaux de ces trois composantes 
sera évidemment 



Or, 



Xû& cos X, ds -\-Yds cosj, ds -\-7jds cos^, ds. 



ds cos X, ds ^r. dxy ds cos/, ds -^^ dy, ds cos ^, ds = dz^ 
donc 



(3) 



rfTF -- Xrfar -h Xdy -\- Idz. 
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Considérons maintenant le déplacement <i5 comme résultant 
de plusieurs déplacements d<Ty d(7'\ cette décomposition donne 
lîeu au théorème suivant : 

^Théorème II. — Le travail d^ux^e force quelconque F, pour 
ie déplacement dSy est égal à la somme des travaux de cette 
force correspondants aux déplacements composants d<T, 
€la', .... 

Projetons en effet les déplacements composants et le dépla- 
cement résultant sur la direction de la force, nous aurons 



ds cosF, ds=:^^ d<j cosF, da; 



en multipliant par F, on démontre le théorème énoncé. 



Théorie géométrique des moments. 

Travail des forces dans le mouvement de rotation. — Con- 
sidérons en particulier une force dont le point d'application M 
tourne autour d'un axe fixe {fig. 9). Soit P la projection de 
la force sur un plan perpendiculaire à Taxe 0, et choisi de 
manière que le mouvement du point M s'effectue dans le 
même sens que la rotation des aiguilles d'une montre; Tes- 
pace parcouini dans le temps dt est un arc MM' dirigé à peu 
près suivant la perpendiculaire à OM. On a 

MM' = rdoc, 

en désignant OM par r et MOM' par û?a. Pour avoir le travail 
de la force, il faut projeter celle-ci dans la direction MA : cette, 
projection est le produit de P par le cosinus de l'angle 9, 
compris entre les directions MP et MM' ou MP ot MA, et 

l'on a 

d.TF = rdxPcos(p. 

Abaissons du point une perpendiculaire OB sur la direc- 
ion de P, et appelons p cette perpendiculaire, dont l'angle 
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avec OM est précisément égal à 9, on a 

rcos(p=7?; 

« 

donc le travail de la force a également pour expression 

(4) . d,TF = Pp,d(x. 

Le produit P/? s'appelle le moment de la force par rapport 
à Taxe de rotation, et Téquation précédente s'énonce : 

Théorème III. — Le traitait d'une force dont le point d'ap- 
plication tourne autour d'un axe fixe est le produit du dépla- 
cement angulaire par le moment de la force par rapport à 
l'axe de rotation. 

On appelle moment d'une force par rapport à un axe le 
produit de la projection de cette force sur un plan perpendi- 
culaire à l'axe, par la plus courte distance de la force et de 
l'axe; on représente le moment d'une force F, par rapport à 
un axe 0, par la notation MoF; on a alors 

Mo¥ = Pp. 

Si 9 est l'angle de la force avec l'axe, on a 

P = Fsin0, 
MoF = F/?sin0. 

Le moment est nul quand pou 9 sont nuls, c'est-à-dire quand 
la force rencontre l'axe ou qu'elle lui est parallèle; en un 
mot, quand la force et l'axe sont dans un même plan. 

Pour que l'équation 

d,TF=:Mo¥,d(x 

soit générale, il faut donner un signe au moment; or da est 
positif; le signe de MoF doit donc toujours être le même que 
celui de d,TF. Or, si l'angle 9 est aigu, c/.TF est positif, et la 
force, si elle agissait seule, tendrait à faire tourner le point 
dans le sens positif; si 9 est obtus, c^.TFest négatif, et la force 
tend à faire tourner le point M dans le sens négatif; donc, en- 
fin, le moment de la force sera positif ou négatif, selon que la 
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force tendra à faire tourner le point dans le sens posilif ou dans 
le sens négatif. 

Axe représentatif d' un moment, — Le moment d'une force 
peut être représenté par une longueur portée sur Taxe, dans 
un sens ou dans l'autre, selon que le moment est positif ou 
négatif, mais toujours de manière que, en se plaçant sur cet axe 
à la manière de Poinsot ou d'Ampère, on voie la force tendre 
à faire tourner son point d'application dans le sens de la rota- 
tion des aiguilles d'une montre, sens qui est notre sens positif. 

TflÉORÈJtiE DE Vakignon. — De l'équation 

û?.TF=rMoFd'a, 

on déduit un théorème célèbre dû à Varignon. Nous avons 
démontré que le travail d'une résultante est égal à la somme 
des travaux des composantes; or les travaux de diverses forces 
appliquées à un même point sont proportionnels à leurs mo- 
ments; donc : 

Théorème IV (théorème de Varignon). — Le moment d'une 
résultante par rapport à un axe est égal à la sommée des m^o- 
m,ents des composantes par rapport au même axe. 

Cherchons les expressions algébriques des moments respec- 
tifs d'une force par rapport à trois axes rectangulaires. 

Soient F une force quelconque {fig- lo), X, Y, Z ses com- 
posantes sur les trois axes, et x, y, z les coordonnées de son 
point d'application. Cherchons d'abord le moment de cette 
force par rapport à l'axe des x. Si je désigne ce moment par 
L, nous aurons évidemment 

Nous aurons de même, en désignant par M et N les moments 
respectifs de F par rapport à l'axe des y et à l'axe des z, 

N=:Y^-X7. 
Trouvons enfin le moment G de la force par rapport à une 
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droite quelconque OU déterminée par les angles A, /jl, v qu'elle 
fait avec les trois axes coordonnés. Soit dcn le déplacement 
angulaire autour de cette droite : on peut regarder ce déplace- 
ment comme résultant des déplacements simultanés 

dcL cos X, doL cos /Jl, doL cos V, 

parallèles respectivement aux trois axes coordonnés. 

Exprimons que lé travail de la résultante pour un mouve- 
ment résultant est égal à la somme des travaux de cette force 
pour chacun des mouvements composants, nous aurons 

(1 ^a =: L doL cosX -h M <ia cos// -h N û?a cosv 

ou, en supprimant le facteur commun dcn^ 

(5) (}Z=:LC0SX4-MC0S|JLH- Ncosv. 

Projections des moments. — Considérons les axes représen- 
tatifs des moments L, M, N, G, c'est-à-dire portons sur les 
droites 0:r, Oj, 0^, OU des longueurs respectivement égales 
aux moments correspondants, et cherchons le lieu des points 
ainsi déterminés. Il faut faire dans l'équation (5), «rj, /i, ^, 
étant les coordonnées courantes d'un point du lieu. 



G=v/^î-l-/î-+-^^?, 



1 "^i 

COSA r- 



COSjUlr— -^ * 



^2 
^1 



v/^?-+-/î 



^1 



cosv := " "* 



La substitution de ces valeurs donne 

(7) ^Î4-vj4--3Îi=L^, + M7,-}-Niîi. 

Le lieu cherché est donc une sphère qui passe par l'ori- 
gine, où elle est tangente au plan conduit par cette origine et 
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* 

par la direction de la force F. En effet, Téquation du plan 
langent au point (^i=:o, /i = o, ^1 = 0) est 

et ce plan contient à la fois le rayon vecteur OM et la parallèle 
à la force F menée par l'origine. Le moment est nul par rap- 
port à une droite quelconque contenue dans ce plan. 

Le même moment atteint au contraire son maximum, repré- 
senté par le diamètre de la sphère, autour d'une perpendicu- 
laire au plan dont nous venons de parler. Ce maximum, égal 
au produit de la force par sa distance à l'origine, s'appelle le 
moment de la force par rapport au point 0. Le moment relatif 
à un axe quelconque est la projection sur cet axe du diamètre 
de la sphère, c'est-à-dire du moment maximum ou du mo- 
ment relatif à l'origine. 



§ IV. — Notions sur la constitution des corps naturels. 

Pour terminer ce Chapitre, consacré aux notions prélimi- 
naires, et avant d'entrer dans le détail de la recherche des 
conditions d'équilibre d'un point matériel, ou d'un corps 
quelconque placé dans des conditions déterminées, expo- 
sons avec précision la manière dont nous comprenons la 
constitution intime des corps de la nature. 

Si Ton se reporte à notre définition du point matériel, on 
aura le droit de dire en toute rigueur, en renversant cette 
définition, qu'un corps quelconque est composé d'une infinité 
de points matériels infiniment petits. Qu'ils soient isolés, 
qu'ils soient en contact, peu nous importe; mais puisqu'ils 
forment un corps, ces points ne sont pas libres, indépendants 
les uns des autres; il se développe entre eux des actions mu- 
tuelles qui suivent des lois que nous ne connaissons pas et 
que nous ne pouvons pas connaître. Nous introduirons ces 
actions dans nos raisonnements, et nous considérerons que 
les points matériels sont en équilibre sous l'effet combiné des 
forces données et de ces actions inconnues. 

On peut être tenté de confondre nos points matériels avec 
les molécules des physiciens ; c'est là une erreur contre laquelle 
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^l faut se mettre en garde. Si les corps sont composés de mo- 
lécules, nous sommes obligés d'admettre que les dimensions, 
la forme et la disposition de celles-ci doivent influer sur les 
propriétés des corps : le seul phénomène de la cristallisation 
rend ce fait indubitable. Il n'y a donc aucun rapport possible 
entre les molécules, telles que les physiciens les conçoivent, 
et nos points matériels, qui n'ont, eux, ni dimensions ni 
formes spéciales. Les molécules, si elles existent, sont des 
assemblages de points matériels. 

Enfin, ce qui est un point assez important, l'existence des 
molécules est encore une chose tout à fait hypothétique, qui 
peut être commode pour relier entre elles diverses théories 
physiques, tandis que nous énonçons une vérité tout à fait in- 
contestable quand, après avoir défini point matériel ce qu'on 
obtient en divisant un corps, nous disons qu'on reconstitue le 
corps en en réunissant a posteriori iouies les parties. 

Or, toutes les fois que nous sommes obligés de recourir à 
une hypothèse, nous avons soin de la mettre nettement en 
évidence; et il est juste aussi de montrer, d'un autre côté, ce 
qui découle rigoureusement de nos définitions. 

J'ai dit que nous ne savions absolument rien sur le mode 
de liaison, d'assemblage, pour ainsi dire, qui constitue un corps 
physique au moyen des éléments que nous nommons points 
matériels. Il ne nous est pourtant pas possible d'aborder la 
Mécanique proprement dite sans avoir quelque idée à ce su- 
jet, c'est-à-dire sans faire quelques hypothèses, sans poser 
quelque principe analogue à ceux qui nous ont servi à ré- 
soudre les problèmes qui se rapportent au point matériel. 

Une seule de ces hypothèses se rencontre dans la Méca- 
nique rationnelle : elle constitue le troisième principe fonda- 
mental dont nous avons parlé, principe qui a été introduit 
dans la Science par Newton. 

Troisième principe. — Égalité de l'action et de la réaction. — 
Ce principe suppose d'abord que toute force réellement, 
physiquement existante ( par opposition avec les forces fictives 
telles que les résultantes, les projections, et autres forces du 
môme genre que nous avons introduites uniquement pour la 
commodité du raisonnement), toute force donc, réellement 
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existante, non seulement est subie par un point matériel, 
mais encore est nécessairement due à l'existence d'un autre 
point matériel, qui peut être considéré comme exerçant sur 
le premier la force dont il est question. Or le principe dont 
il s'agit consiste en ce que : 

Si un point matériel M reçoit d'un autre point matériel W 
une certaine action f, réciproquement^ le point M! reçoit de M 
une action égale et contraire f y qu'ion appelle la réaction du 
point M'. 

Distinction des forces extérieures et des forces intérieures, 
— Il suit de là que, dans chaque système de points matériels 
que nous étudierons, il faudra considérer deux genres de 
forces : celles que nous appellerons /orce5 intérieures^ et les 
forces extérieures. 

Soient A un point du système que nous étudions, B un 
point qui agit sur lui; si B appartient également à notre sys- 
tème matériel, la force qu'il exerce sur le point A est une 
force intérieure; nous la désignerons par une petite lettre. Si 
le point B ne fait pas partie du système dont nous nous occu- 
pons, cette force qui émane du point B est une force exté- 
rieure au système, et nous la représenterons par une grande 
lettre. 

Les forces extérieures et les forces intérieures ne diffèrent 
évidemment pas dans leur essence; elles ne diffèrent que par 
la manière dont elles figurent dans nos raisonnements et nos 
calculs. 

Une même force peut jouer, tantôt le rôle de force inté- 
rieure, tantôt le rôle de force extérieure, suivant les cas. Si 
l'on considère, par exemple, le mouvement d'un corps qui 
tombe à la surface de la Terre, l'attraction qu'une des molé- 
cules de ce corps éprouve de la part d'une molécule quel- 
conque de la Terre est une force extérieure; si, au contraire, 
on considère le mouvement d'un système matériel formé de lu 
Terre tout entière et des corps qui se trouvent à sa surface et 
dans son voisinage, la même attraction devient une force in- 
térieure. 

Il est clair, d'après le principe de l'égalité de l'action et de 
la réaction, que si l'on prend, parmi les forces qui agissent 
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sur les divers points d'un système matériel, toutes celles qui 
sont des forces intérieures, ces forces sont égales deux à deux 
et opposées. Il existe bien une force égale et opposée à cha- 
cune des forces extérieures, mais nous n'avons pas à nous oc- 
cuper de cette force, puisqu'elle n'est pas appliquée à l'un 
des points dont nous étudions le mouvement ou l'équilibre. 

Il arrive que dans certaines équations, où l'on considère 
l'ensemble de toutes les forces agissant sur un système maté- 
riel, les forces^ntérieures disparaissent, parce que les deux 
forces jumelles, qui ne vont pas l'une sans l'autre, d'après 
notre définition des forces intérieures, introduisent dans ces 
équations des termes égaux en valeur absolue et de signes 
contraires. 

Par exemple, on reconnaît aisément que : 

1° La somme des projections sur un axe quelconque de deux 
forces intérieures conjuguées est identiquement nulle; 

2° La somme des moments de deux pareilles forces autour 
d'une droite quelconque est identiquement nulle. 

En effet, la projection ou le moment d'une force est une 
quantité qui change de signe avec le sens de la force, et qui 
ne dépend nullement de la position du point d'application de 
la force, sur la droite qui en représente la direction. 

Travaux des forces intérieures. — Au contraire, la somme 
des travaux des forces intérieures est susceptible d'une ex- 
pression remarquable, dont nous ferons fréquemment usage. 

Soient M et M' {fig- ii) deux points matériels agissant l'un 
sur l'autre, je suppose, par répulsion; soit /l'action, égale à 
la réaction. Supposons que les points M et M' se soient dé- 
placés d'une manière quelconque et soient venus, le premier 
en Ml, le second en Mj . La somme des travaux des deux forces 

sera 

/(M'P'~MP), 

P' et P étant les projections des points Mi et M'i sur la direc- 
tion MM'; cette somme sera encore représentée par 

/(PP'-MM'). 



\ 
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OrMiM'i et PP' ne diffèrent que d'un infiniment petit de 
deuxième ordre; nous pouvons donc, dans l'expression pré- 
cédente, remplacer PP' par M|Mi, et alors le coefficient de/ 
devient 

en désignant par r la longueur MM'. On aura donc pour la 

somme des travaux 

fdr. 

La même expression représentera aussi bien le travail, dans 
le cas d'une force attractive, en convenant de regarder 
les attractions comme négatives, les répulsions étant posi- 
tives. 

Des solides invariables. — Si nos deux points M, M' se sont 
déplacés sans que leur distance ait changé (comme cela aurait 
lieu si ces points faisaient partie d'un système absolument in- 
variable de forme, tel que ceux dont nous avons étudié le 
mouvement géométrique dans la première Section de cet Ou- 
vrage), on a 

drz=L o; 

par conséquent la somme /<i/* des travaux des actions riiu- 
tuelles de ces deux points est nulle. 

Il suit de là que, dans tout déplacement commun qui n'al- 
tère pas les distances mutuelles des points d'un système quel- 
conque, les forces intérieures ne figurent pas dans la somme 
des travaux des forces agissant sur tous les points du système : 
ce qui tient à ce que ces forces introduisent dans cette somme 
des termes qui sont deux à deux égaux et de signes contraires, 
et qui se détruisent algébriquement. 

Il s'attache un très grand intérêt aux équations qui sont in- 
dépendantes des actions intérieures, vu notre ignorance au 
sujet de ces forces : aussi a-t-on l'habitude en Mécanique de 
distinguer soigneusement les systèmes qu'on suppose abso- 
lument invariables de formes, c'est-à-dire composés de points 
matériels qui ne peuvent en aucune façon s'approcher ou s'é- 
loigner les uns des autres; c'est à un pareil système que nous 
donnons le nom de solide invariable. 
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Celle invariabililé absolue de forme d'un syslème malériei 
ne se renconlre pas dans la nalure. H exisle, il est vrai, un 
grand nombre de corps solides qui semblent ne pas éprouver 
de changement de forme, de quelque manière qu'on cherche 
à agir sur eux, pourvu loulefois que les forces qu'on leur ap- 
plique ne dépassent pas de cerlaines limiles; mais si ces corps 
paraissenl conserver la figure qu'ils avaient d'abord, c'est que 
les déformations qu'ils onl subies sonl Irop pelites pour que 
nous puissions les apercevoir; elles n'en exislent pas moins 
el se manifeslenl dans les machines par des perles de travail 
et des usures de matériaux. 

Pour distinguer ces corps des premiers, nous leur donne- 
rons le nom de solides naturels. 

Un mode de raisonnement que nous emploierons souvent 
en Statique est celui-ci : Pour trouver les conditions d'équi- 
libre d'un corps na^w/e/ quelconque, solide, liquide, d'un cor- 
don, d'un système' articulé, nous supposerons l'équilibre 
établi, et dès lors nous pourrons, sans troubler cet équilibre, 
concevoir que le corps devienne rigoureusement invariable. 
Donc, si l'on cherche les conditions pour que Téquilibre ail 
lieu en supposant ce corps rigide, ces conditions devront être 
nécessairement remplies pour l'équilibre du corps, après que 
nous lui aurons rendu la possibilité de subir certaines défor- 
mations. Seulement, en général, ces conditions ne seront 
plus alors suffisantes. 

De rélasticité, — Il faudra donc, après avoir établi les con- 
ditions qui seraient suffisantes pour l'équilibre si le corps était 
rigoureusement invariable, faire une deuxième étude plus 
soignée, et voir comment les corps naturels peuvent se dé- 
former sous l'infiuence des efforts auxquels ils doivent se 
trouver soumis dans nos machines ou nos constructions. Ce 
nouvel ordre de questions est du domaine de l'expérience. 

C'est l'expérience qui nous apprend que les solides naturels 
présentent, pour la plupart, la propriété connue sous le nom 
iVélasticUé, en vertu de laquelle ils reprennent leur forme 
primitive, quand, par un certain effort, on les a déformés. 
Nous aurons donc une seconde approximation en tenant 
compte de cette propriété ; d'ailleurs, pour avoir des hypo- 
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thèses nettes et précises, nous considérerons deux cas limites, 
celui d'un corps doué d'une élasticité parfaite et celui d'un 
corps complètement dénué d'élasticité. 

C'est encore à l'expérience qu'il faudra faire appel pour sa- 
voir dans quels cas nous pourrons appliquer aux corps natu- 
rels les résultats de ces nouvelles recherches, qui reposent 
encore sur de pures abstractions. Ainsi, pour un corps solide 
déterminé, nous reconnaîtrons que, sous l'influence d'efforts 
qui ne dépassentpas une certaine limite, l'élasticité peut être, 
sans erreur appréciable, considérée comme parfaite; au delà, 
on ne peut plus compter que le corps revienne à son état pri- 
mitif, c'est à un autre corps qu'on aura affaire. Les forces con- 
tinuant à augmenter à partir de cette limite, le corps finira 
par se briser. Nous déterminerons avec soin cette limite, qu'on 
appelle limite d' élasticité ^ et nous saurons ainsi que, tant que 
nous ne la dépasserons pas, nous pourrons appliquer sans 
crainte les résultats que la théorie nous a donnés pour ce cas 
idéal. 

Si certaines pièces de machines, certaines parties de nos 
constructions se trouvent soumises à des efforts dépassant la 
limite d'élasticité de la matière, il sera sage de changer les 
dispositions employées, afin de rentrer dans le cas normal. 
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CHAPITRE IL 

ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL, 



V. — Équilibre d'un point matériel libre. — ëqoilibre d'uit 

POINT QUI N*EST PAS ABSOLUMENT LIVRE. 

La Statique est la science de J'équilibre des forces. 

Nous allons d'abord considérer le cas où un corps réduit 
à un simple point matériel est sollicité par des forces quel- 
conques; et nous chercherons quelles sont les conditions 
qui doivent être satisfaites pour que ces forces se fassent 
équilibre. Ces conditions étant supposées remplies, le corps 
restera en repos, s'il est en repos; ou, s'il est en mouvement 
sous l'action d'autres forces, le mouvement continuera comme 
si celles qui se font équilibre n'existaient pas. 

Cette première partie de la Statique est extrêmement 
simple; et il n'y a absolument rien à ajouter aux notions qui 
précèdent, pour avoir la théorie complète de l'équilibre d'un 
point matériel. En effet, tant de forces que l'on voudra, agis- 
sant sur un point matériel, ont une résultante, c'est-à-dire 
qu'il existe une force unique capable de les remplacer toutes. 
Pour l'équilibre, il faul que cette résultante, qui est repré- 
sentée par une longueur, soit nulle ; or, pour qu'une longueur 
soit nulle, il faut et il suffit que ses projections sur trois axes 
rectangulaires soient nulles séparément : nous traduirons 
donc les conditions de l'équilibre en écrivant 

VFcosF, j? = o, VFcosF, 7=3 0, ^FcosF, z:=^o 
ou, d'après nos notations, 

(l) X = 0, Y~0, Z --:-:: O. 
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in.itioiis nécessaires et suffisantes pour 

riol //A/v soit en équilibre. 

'•(' *iuc le point dont on cherche les conditions 

soii pas libre de se mouvoir d'une manière 

•< rcspace, c'est-à-dire que ses coordonnées 

liMs prendre toutes les valeurs possibles. Les 

> d«i ce point étant soumis à certaines conditions, 

iiîlc (l<'s forces qui agissent sur lui tend à lui faire 

■1 mouvement incompatible avec ces conditions, le 

î«MM en repos, absolument comme si cette résultante 

r 

*\r la force sera alors simplement, comme on dit, de 
s liens du sysièmey expression déduite des cas ana- 
( eux où l'un a, par exemple, un corps suspendu à 
soumis à une force agissant dans le prolongement 

léral, quand un corps est gêné dans ses mouvements 
res corps, et qu'il reste en équilibre malgré l'action 
ce, l'effet de cette force se reporte sur les corps qui 
lit à certains mouvements : elle produit ce qu'on 
il chavîj^e des appuis ou la tension des liens, 
a Mécanique rationnelle, on ne tient pas compte de 
e î)bysique des liens, appuis, etc. On traduit en 
et l'on exprime par des équations {dites équations de 
les conditions qui résultent de la présence de ces 
\es ou mobiles; et l'on suppose ainsi (|ue ces appuis 
es de toute l'inflexibilité d'une équation algébrique, 
ment, il est indispensable de calculer les charges des 
l de s'assurer, en ayant égard à leur nature réelle, 
uvent résister aux efforts qu'ils ont à supporter. 

— Equilibue d'cn point assujetti a rester sur une 

surface fixe. 

'int qui n'est pas libre peut être plus ou moins gêné. 
ns d'abord que ses coordonnées soient liées entre 
' une relation unique 
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On peut matérialiser la condition exprimée par cette éqiut- 
tion, quelles que soient les véritables liaisons physiques des- 
quelles on Tait déduite, en supposant que le point ne puisse 
pas quitter la surface représentée par Téquation (2), en ayant 
d'ailleurs la liberté de se mouvoir sur cette surface de toutes 
les manières possibles. Ainsi, quand un point doit rester i 
une distance constante d'un axe iixe, on peut supposer qu'il 
se meut sur un cylindre de révolution autour de cet axe; sll 
doit rester à une distance constante d'un point Oxe» comme 
dans le cas du pendule simple, on pourra supposer qu'il se 
meut sur une sphère, etc. 

11 est évident que Téquilibre aura lieu si la résultante des 
forces qui agissent sur le point matériel est dirigée suivant la 
normale à la surface directrice; car alors, tout Teffort de cette 
résultante consistant à écarter le point matériel de la surface, 
dans un sens ou dans l'autre, chose que nous supposons ira- 
possible, cet effort sera complètement sans effet et le point 
restera en repos. 

Il arrive souvent que le corps est simplement posé sur une 
surface matérielle; il faut alors, si Ton veut que le corps reste 
en équilibre, que la résultante des forces tende à le faire péné- 
trer dans l'intérieur de la surface, et non à l'en détacher. 
C'est ce qu'on exprime en disant que la direction de la résul- 
tante doit être celle de la normale intérieure. 

L'analyse nous apprend que, si nous appelons a, p, y les 
angles formés avec les axes coordonnés par la direction de la 
normale extérieure à la surface (2), on a 

do d(^ d(p 

d.T n dy dz 

cosa=::— r — i cosp = —:-—> cosy=-.--, 



en posant 



^^-^^''m^m<W' 



il faut donc, pour l'équilibre, que les projections de la résul- 
tante X, Y, Z soient respectivement proportionnelles à — cosa, 
— cos(3, — cosy, ou à 

do do do 






'i~ y 



dx dy dz 



, 3 



\ 



CHAP. IL — ÉQUILIBRE D*UN POINT MATÉRIEL 3y 

donc on écrira, en appelant X un cerlain facteur positif, 
X— — Xcosa, Y — — Xcosj3, Z — — Xcosy 
ou bien 

; ctx ^ dy ^ dz 

en représentant -r— par Xi. 

On peut écrire ces équations de la manière suivante : 

/ X -h Xcosa " o, 
(3) ) Yh->.cos(3 --^o, 

( Z -1- Xcosy ~ o. 

Les trois cosinus qui figurent dans ces équations sont des 
fonctions connues des coordonnées du point que nous étu- 
dions, X est un coefficient indéterminé. En éliminant ce coef- 
ficient entre les équations (3), on obtiendra les deux relations 
auxquelles doivent satisfaire les composantes X, Y, Z, pour 
l'équilibre de leur point d'application. Ces relations étant 
supposées vérifiées, Tune quelconque des équations (3) fera 
connaître la valeur de l'indéterminée X. 

Mises sous la forme (3), les équations de l'équilibre fl'un 
point matériel assujetti à se mouvoir sur une surface sont les 
mêmes que celles de ce point matériel libre soumis aux 
mêmes actions, en supposant qu'on joigne aux forces dont les 
projections sur les trois axes sont représentées par X, Y, Z, 
une nouvelle force X dirigée suivant la normale extérieure. 
Cette force X, qui fait que le point matériel peut être regardé 
comme libre, est ce qu'on appelle la réaction de la surface. La 
direction de cette réaction est celle de la normale extérieure; 
sa grandeur n'est pas immédiatement conn»ie; mais il suffit 
que les trois équations aient lieu pour une valeur convenable 
de X; les conditions d'équilibre, dans ce cas, se réduisent donc 
à deux, qu'on tirerait des équations 3; en éliminant /. Ce-i 
deux conditions étant supposées satisfaites, Tune des équa- 
tions foomira la valeur de la réaction inconnue >.. 
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En réalité, dans Ja nature, les choses ne se passent pas aînsiJ 
Nous avons admis qu'un corps placé sur une surface peoli 
se déplacer comme on veut sur cette surface, sans un effort 
quelconque, mais qu'il ne peut y pénétrer. Il existe une force 
particulière di^^elée frottement, qui fait qu'un point ne peut 
se déplacer sur la surface que si on lui applique, dans le plan 
tangent à la surface, un effort déterminé ou un effort plus 
grand. L'action de la surface n'est donc pas normale; on n'i 
plus, à proprement parler, d'équations d'équilibre; Téquilibre 
est indéterminé, et les forces indépendantes de la surfaee 
peuvent varier dans une certaine mesure sans qu'il y ait de 
mouvement produit. Pour nous, qui faisons actuellement de 
la Mécanique rationnelle, nous commencerons par négliger 
le frottement, et nous supposerons toujours que Taction de 
la surface soit dirigée suivant la normale extérieure. Nos 
résultats seront ainsi forcément entachés d'inexactitude, et ne 
seront pas directement applicables aux corps tels qu'ils 
existent dans la nature. 



§ Vil. — Equilibre d'un point assujetti a rester 

SUR une courbe fixe. 

Le point matériel que nous considérons peut être encore 
plus gcné dans ses mouvements que nous ne venons de le 
supposer; c'est ce qui arrivera, par exemple, si les liaisons 
sont telles, qu'il résulte de leur présence deux équations 
distinctes entre les coordonnées de ce point : 



(-0 



9 



{.V, r, z 1 



o. 



'|(j:-,j-, z) :0. 



Ces deux éciualions représentent une courbe dont le point ne 
peut pas s'éloigner : c'est sa trajectoire (M qui se trouve ainsi 
immédiatement connue. 



( ' ) M'oublions pas (juc nos ccpiutions d'équililirc nimpliquent pas le moins 
du monde l'idée que le point reste en repos. Si les forces que nous coDSi- 
dérons et (jui satisfont aux conditions d'équilibre agissaient seules sur le 
corps en repos, il y resterait, voilù tout. Mais rien n'cmpôche que le point 
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Donc, il faut, pour l'équilibre, que la résullante tende à 
faire sortir le point de cette ligne, c'est-à-dire qu'elle soit pcr- 
j pendiculaire à l'élément ds de cette courbe ; on doit donc avoir 

(5) y^dx-\-Xdy-\-'Ldz ^'. o. 

En vertu des équations (4), dœ, dy, dz sont liés par les 
relations 

-^ dx -\- / - dy '\- ? dz o, 
, dx dy "^ dz 

(6) { -^ 

—/- dx -r -X dy ~\' ■ ,■ dz ■ o. 
dx dy '^ dz 

Éliminons dx, dy, dz entre les équations (5) et (6); pour 
cela, ajoutons-les membre à membre après avoir multiplié la 
deuxième par X, la troisième par /x, et égalons h zéro les coef- 
ficients respectifs de dx, dy, dz-, nous aurons 

X -^ > -^ - - ^ - 

' dx ^ dx ' 

(7) . ^ ^^dj^-^^dy ''' 



„ ^ do dh 

L ^\~ : IX .'^ O. 



Au lieu d'une seule réaction, comme dans le cas d'une sur- 
face, nous en aurons deux dirigées suivant les normales res- 
pectives aux surfaces représentées par les équations ( \), 

Les conditions de l'équilibre se réduiront à une en élimi- 
nant X et |x entre les équations (7). En même temps, on déter- 
minera la valeur des quantités >. et /m qui sont liées aux réac 
lions inconnues. 

On aurait pu, dans les deux cas que nous venons d'étudier, 
trouver directement l'équation ou les équations d'équilibre, 
sans introduire d'inconnues auxiliaires. 

En effet, la réaction d'une surface étant normale k cette 



n'ait à l'iaâtant considéré un rertain mouvement, dfi à fies r.aiis^^s qiif*.l- 
conqaes. Alors ce mouvement se continuera absolument r.r,mr»ie si l^s forres 
qai se font équilibre n'existaient pas. 



4o PBEMIÈmS SICTION. — STATIOUB. 

surface, on pourrait prendre pour axes cette normale et d 
autres droites rectangulaires. Les équations obtenues en < 
lant à zéro les projections des forces sur ces deux dem 
axes ne contiendraient pas la réaction inconnue; ce sera 
les équations d'équilibre. 
De même pour le cas d'une courbe ûxe. 
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CHAPITRE m. 

UILIBRE DES SYSTÈMES QUELCONQUES DE POINTS MATÉRIELS. 



Vprès avoir étudié tout ce qui se rapporte à Téquilibre d'un 
int matériel, il faut passer au cas d'un corps proprement dit, 
st-à-dire d'un système de points matériels liés entre eux 
me manière quelconque. 

lies liaisons des divers points résultent des forces inté- 
ures, dont nous avons parlé en définissant d'une manière 
nérale la constitution des corps matériels. Le caractère 
?cial des forces intérieures est d'être deux à deux éfçalcs et 
•ectement opposées, mais non appliquées au môme point, 
ur nombre est infini comme celui des points du système, 
es se distinguent par là des forces extérieures qui peuvent 
*e quelconques, et qui sont appliquées à un certain nombre 
points bien déterminés. 

Tout étant ainsi disposé, et le corps étant supposé en repos, 
arrivera nécessairement de deux choses l'une : ou bien le 
rps restera en repos, c'est le cas de l'équilibre, ou bien il 
endra un certain mouvement. Le premier cas, dont l'étude 
t l'objet de la Statique, paraît beaucoup plus simple que le 
cond; de plus, il arrive, comme nous le verrons en Dyna- 
ique, que le cas du mouvement, qui semblait d'un ordre de 
lïiplication bien supérieur, se ramène immédiatement au 
s de l'équilibre. 

11 est donc naturel de commencer l'étude de la Mécanique 
r la Statique ; seulement, je ferai remarquer que nous n'a vouh 
illement la prétention de nous débarrasser, dans cette pre- 
ière Partie, de la considération du inouvemenl. Tout au 
ntraire, c'est de là que nous avons tiré nos principen et non 
éorèmes fondamentaux; et nous avonn commencé celle 
dion par définir l'eifel produit par iitu* ou plusieurs iorr^an 
pliquées à un point matériel. 
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Il est d'ailleurs évident qu'au point de vue de la théorie 
proprement dite, quand on laisse de côté la résolution des 
problèmes particuliers, il n'y a pas de différence entre la Sta- 
tique et la Dynamique, tant qu'on se borne à considérer l'effet 
des forces sur un point matériel unique. Il résulte de notre 
principe fondamental que ces forces, quel qu'en soit le 
nombre, peuvent toujours ôtre remplacées par une résul- 
tante uni(|ue. Cette résultante fait connaître à la fois, d'une 
|)art la din^ction et l'accélération du mouvement produit par 
les forces données, d'autre part la direction et la grandeur de 
la force (jn'il faudrait employer pour leur faire équilibre. Il 
n'y a pas là deux problèmes, mais une équation entre deux 
(juantités, écpiation qui fait connaître Tune ou l'autre de ces 
deux quantités, suivant celle que Ton suppose donnée. Il est 
vrai qu'une fois l'équilibre établi, il persiste indéfiniment 
tant qu'on ne modifie pas l'ordre de choses existant; tandis 
qu'en l)ynamic|ue, il faut pousser les choses plus loin, et 
cliercber ce que sera le mouvement dans toute la suite du 
temps. Mais ceci est une pure question de Calcul intégral : si 
nous connaissons, comme cela doit être, les forces qui agissent 
à chaque instant sur le mobile, nous connaissons à chaque 
instant l'accélération totale de son mouvement, nous pouvons 
tracer un élément de la trajectoire, et suivre le mobile pen- . 
dant qu'il parcourt cet élément; voilà tout ce qu'on peut 
demander à la Mécanique; c'est à l'Analyse qu'il appartient de 
réunir ces éléments pour en faire une courbe continue, et de 
trouver la loi générale qui embrasse toutes les lois élémen- 
taires. 

Si nous considérons un corps, même un solide invariable, 
il n'est pas possible de commencer par définir le mouvement 
qu'il doit prendre sous l'influence de forces données, et de 
conclure de là les conditions de son équilibre. 

Il est vrai que si l'on connaissait les forces intérieures, rien 
n'empêcherait de regarder chacun des points matériels qui 
composent le corps comme parfaitement libre, sous l'action 
des forces tant intérieures qu'extérieures qui le sollicitent, et 
de déterminer par la théorie qui précède les lois de son équi- 
libre et de son mouvement. 

Malheureusement, nous ne savons pour ainsi dire absolu- 
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ment rien sur les forces intérieures; el tous nos efforts vont 
tendre à les éliminer autant que possible, c'est-à-dire que 
nous nous proposons surtout de chercher ce que Ton peut 
dire en Statique sans connaître les lois de l'action de ces 
forces, comme on étudie la capillarité sans avoir besoin de 
connaître au juste la nature des forces moléculaires qui pro- 
duisent les phénomènes. 

Il est alors indispensable d'étudier d'abord ce qui se passe 
quand le corps reste en équilibre. sous l'action des forces qui 
en sollicitent les divers points, c'est-à-dire de commencer la 
Mécanique des systèmes matériels par la Statique. 

§ VIll. — Des différents principes de la Statique ('). 

Les trois principes fondamentaux que nous avons posés au 
commencement de cette Section nous sulfisent pour exposer 
à la fois la Statique et la Dynamique. Mais nous avons dit 
que la naissance de la première science avait précédé de 
beaucoup celle de la seconde. La Statique a donc ses principes 
spéciaux, plus simples que ceux de la Dynamirjue, et il ne 
sera pas sans intérêt, dans une rapide étude historique, de 
rechercher quels sont les principes que les auteurs ont prisa 
diverses époques pour bases de la Statique. 

Ces principes peuvent se réduire à trois : nous allons, en 
les discutant succinctement, justifier le choix que nous avons 
fait et Tordre que nous avons suivi. 

Premier principe ou principe du levier. -- Archiméde, le seul 
parmi les anciens qui nous ait laissé une théorie de Féqui- 
libre dans ses livres De œr/uiponderantibuf; et De plannrum 
œquilibrunj est Taiiteur du principe du levier, lequel consiste, 
comme le savent tous les mécaniciens, en ce que, si un levier 
est chargé de A^xw poids quelconques placés de part et d'autre 



(*) Ce paragraphe est e-x trait, p<Mjr la pïiM icr^mrlf! prf.i^, fift l>xcf.||f,ntfî 
Notice historique mise par I^grange en \Hf, i\f. Va M mn nique nnatylique^ 
Part. I, Sect. i. 

Consalter aassi l'Onvrage cité fie \f. Conrnot, Liv. ïf, Chap. i», flevue df,H 
principes delà SlatUjue, l. I, p. i.>7. 
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du point d'appui, à des distances de ce point réciproquement 
proportionnelles aux mêmes poids, ce levier sera en équilibre, 
et son appui sera chargé de la somme des deux poids. Archi- 
mède prend ce principe, dans le cas des poids égaux placés à 
des distances égales du point d'appui, pour un axiome évi- 
dent de soi-même, ou du moins pour un principe d'expérience; 
et il ramène à ce cas simple et primitif celui des poids inégaux. 

L'équilibre d'un levier droit et horizontal, dont les extré- 
mités sont chargées de poids égaux, et dont le point d'appui 
est au milieu du levier, est une vérité tout à fait évidente, 
car il n'y a aucune raison pour que l'un des poids remporte 
sur l'autre, tout étant égal de part et d'autre du point d'appui. 
Il n'en est pas de même de la supposition que la charge de 
l'appui soit égale à la somme des deux poids. Il paraît que 
tous les mécaniciens l'ont prise comme un résultat de l'expé- 
rience journalière, qui apprend que le poids d'un corps dépend 
seulement de sa masse totale, et nullement de sa figure. 

On passe aisément du levier droit au cas d'un levier de 
forme quelconque, et ensuite, par des démonstrations ana- 
logues à celles de la Géométrie pure, on déduit du principe 
d'Archimède la solution de toutes les questions de Statique. 

Ce principe est le seul qui soit fondé sur la nature de 
l'équilibre considéré en lui-même, et comme un état indé- 
pendant du mouvement. Les puissances sont des poids, ou 
peuvent être regardées comme telles; et une puissance n'est 
censée double ou triple d'une autre qu'autant qu'elle est réel- 
lement formée par la réunion de deux ou trois puissances 
égales; la clarté de l'énoncé n'exige ni que les forces soiet^^ 
représentées par des lignes, ni que l'on invoque aucun axiotï^® 
tiré de la nature du mouvement. 

Si l'on se bornait à la Statique seule, on devrait peut-êt^^ 
prendre ce principe pour base. Mais on reléguerait ainsi ^^ 
second plan le problème le plus simple de la Statique, cel^-^^ 
de l'équilibre d'un point matériel, pour introduire dès ^^ 
début la notion d'un corps rigide, et celle des forces int ^' 
rieures, dont le rôle ne se trouve d'ailleurs pas, quand cr ^ 
emploie cette méthode, suffisamment mis en évidence, ci:^' 
constance d'où il peut résulter des embarras pour l'ensembl ^ 
de la Mécanique. 
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COIIIU.ME9. — La second piiocipe i'ondumenlal de la Statique, 
est celui de la composition des forces concourantes. C'est celui^ 
qui nous a servi de base dans notre exposition, ou plutôt c 
un cas particuliei' de notre deuxième principe général, relatif^ 
à lu composition des effets des forces qui agissent sm 
même point matériel. 

Si nous cherchons l'origine de ce principe, il est nécessaire 
de remonter assez haut dans l'Iiîstoire des sciences; car le I 
livre des Questions mécaniijues, attribué à Aristote, présente 
des applications nombreuses de la notion de la composition 
des mouvements, mais confuses et obscurément présentées. 
La rèçle du parallélogramme des vitesses s'y trouve cepen- 
dant nettement énoncée, et l'auteuren a bien senti la liaison 
avec la composition et la décomposition des forces. 

En général d'ailleurs, parmi les anciens, la considération 
des mouvements composés a surtout été employée par les 
géomètres, qui l'ont appliquée à la description des courbes, 
comme Archimède pour la spirale, Nicomède pour la con- 
choîde, etc.; plus récemment Uoberval a déduit des mêmes 
principes une raétiiode ingénieuse de tirer les tangentes aux 
courbes dont la délinition est présentée d'une manière con- 
venable. Mais Galilée est le premier qui ait fait usage de la 
considération des mouvements composés dans la Mécanique, 
pour déterminer la courbe décrite par un corps pesani, en 
verta de l'action de la gravité et de la vitesse communiquée 
par la force de projection; il parait d'ailleurs que Galilée n'a 
pas connu toute l'importance de ce principe dans la théorie 
<le l'équilibre. 

On trouve encore la théorie des mouvements composés 
dans les écrits de Descartes, de Boberval, de Mersenne, de 
"Waltis, etc.; mais jusqu'à l'année 16S7, dans laquelle ont paru 
les Principes mathématiques de Newton, et le Projet de la 
nouvelle Mécanique de Varignon, on n'avait point pensé à sub- 
stituer, dans la composition des mouvements, les forces aux 
mouvements qu'elles peuvent produire, et à déterr 
fcii-ce composée résultante de doux forces données, comme 
on détermine le mouvement composé de deux 
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qui ne se font pas équilibre, mouTement qai, étant nécessai- 
rement unique, peut être attribué à une force unique agissant 
sur le corps dans la direction de son mouvement (M. 

H y a plus : on est encore obligé d'admettre que la direc- 
tion de la résultante de deux forces passe dans l'intérieur de 
l'angle de ces deux forces, et cette seule chose suppose impli- 
citement une sorte d'indépendance entre les effets des deux 
forces. En effet, cet axiome serait aussi peu évident que pos- 
sible si la présence de la deuxième force pouvait modifier le 
genre d'action de la première, de même qu'un courant élec- 
trique agit par influence sur un courant voisin. 

Il me semble résulter clairement de cette discussion que le 
véritable principe de la Mécanique est celui dont nous avons 
fait usage, après Galilée et Newton. Deux forces agissant simul- 
tanément sur un point matériel produisent chacune son effet, 
lequel est en outre indépendant de l'état de repos ou de 
mouvement du point. Ce principe nous a permis d'élucider 
tout d'un coup les fondements de la Dynamique et ceux de la 
Statique, sciences jumelles, que nous allons maintenant suivre 
Tune après l'autre dans leur existence distincte, après avoir 
autant que possible cherché à pénétrer le mystère de leur ori- 
gine commune. 

Troisième principe ou pRi^crPE des vitesses virtuelles. — Aupa- 
ravant, il est encore nécessaire de parler d'un troisième prin- 
cipe, connu sous le nom de principe des vitesses virtuelles. 
Celui-ci paraît encore plus étranger à la Statique proprement 
dite ; et pourtant, il est certainement l'expression la plus géné- 
rale des lois de l'équilibre, en même temps qu'il donne la vraie 
raison de ces lois dans leurs détails comme dans leur géné- 
ralité. 

On doit entendre par vitesse virtuelle^ dit Lagrange, celle 
qu'un corps en équilibre est disposé à recevoir, en cas que 
l'équilibre vienne à être rompu, c'est-à-dire la vitesse que ce 

(*) Ainsi l'on peut dire que les démonstrations du genre de celle de Ber- 
noulli ne sont pas tout à fait exemptes de la considération du mouvement. 
Il serait d'ailleurs assez extraordinaire qu'on pût démontrer la propriété 
fondamentale des forces sans s'appuyer sur leur défmition, qui les présente 
comme des causes de mouvement. 
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corps prendrait réellement dans le premier instant de son 
mouvement : et le principe dont il s'agit consiste en ce que 
des puissances sont en équilibre, quand elles sont en raison 
inverse des vitesses virtuelles de leurs points d'application, 
vitesses estimées suivant les directions de ces puissances. 

Cette phrase de Lagrange n'est autre chose, comme nous le 
verrons, que la traduction en langage mathématique de l'adage 
suivant, bien connu de tous les mécaniciens : 

Ce qu'on gagne en force ^ on le perd en vitesse^ et récipro- 
quement. 

Si Ton n'a pas oublié que nous appelons travail d'une force 
le produit de l'intensité de la force par le déplacement de son 
point d'application, estimé suivant la direction de la force, on 
voit que Ténoncé de Lagrange revient encore à dire que, 
quand deux forces sont en équilibre sur un corps quelconque, 
l'équilibre ne saurait être rompu sans que les produits que 
nous appelons travaux soient égaux pour les deux forces. En 
considérant l'une de ces forces comme \di puissance appliquée 
à la machine, l'autre comme la résistance à vaincre, on dira 
que l'équilibre a lieu quand le travail de la résistance est égal 
au travail de la puissance, pour un déplacement hypothétique 
infiniment petit. 

Les anciens n'ont pas connu cette loi dont l'importance est 
capitale, qu'on la regarde ou non comme un principe; et il 
paraît qu'on doit rapporter à Descartes (*) et à Wallis 
l'honneur d'avoir cherché les premiers la raison et le prin- 
cipe de l'équilibre des machines dans l'équivalence entre les 

(*) Explication des machines et engins par l'aide desquels on peut 
avec une petite force lever un fardeau fort pesant, {Méc/uinique de Des- 
cartes, traduite par Nicolas Poisson, de l'Oratoire, 1668.) 

Page 7 : « L'invention de tous ces engins n'est fondée que sur un seul 
» principe, qui est que la même force qui peut lever un poids, par exemple 
» de 100 livres, à la hauteur de deux pieds, en peut aussi lever un de aoo 
» livres à la hauteur d'un pied, ou un de 400 à la hauteur d'un demi-pied, 
» et ainsi des autres. . . 

»... Car c'est le même de lever 100 livres à la hauteur d'un pied, et de 
» rechef encore xoo livres à la hauteur d'un pied, que d'en lever 200 à la hau« 
» teur d'un pied, et le même aussi que d'en lever 100 à la hauteur de deux 
» pieds. » 
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travaux respectifs de la puissance et de la résistance, dans 
rhypothèse où la machine prendrait un certain mouvement 
dans un sens ou dans l'autre. 

Avant Descartes et Wallis, Guido Ubaldi a le premier 
signalé la loi dont nous parlons, dans les poulies mobiles ou 
moufles. Ensuite arrive Galilée, dont les idées fort nettes à cet 
égard sont consignées dans un petit ouvrage curieux ayant 
pour titre : 

Les Méchaniques de Galilée, mathématicien et ingénieur du 
duc de Florence, avec plusieurs additions, traduites de l'italien 
par le P. Mersenne, Minime. Paris, i634. 

Dans son épître dédicatoire, Mersenne dit : 

« Mais j'estime que Tordre, et le règlement admirable que 
» la nature observe dans les forces mouvantes, vous donnera 
» encore plus de plaisir, parce que vous y verrez reluire une 
» équité et une justice perpétuelle qui se garde, et que l'on 
» remarque si justement entre la force, la résistance, le temps, 
» la vitesse et Tespace, que l'un récompense toujours l'autre, 
D car si le mouvement est viste, il faut beaucoup de force, et 
» s'il est lent, une petite force suffit. En effet, il est impos- 
» sible de gaigner la force et le temps tout ensemble.... 

JD Or, il faut conclure de tout ce discours que l'on ne peut 
» rien gaigner en force que l'on ne le perde en temps,.. (*). » 

L'auteur passe ensuite en revue les principaux appareils 
connus sous le nom de machines simples, appareils qui sont 
les éléments dont se compose une machine quelconque; et il 
insiste à propos de chaque machine sur la loi capitale et uni- 
verselle qui lie les forces en équilibre avec les vitesses que 
prendraient leurs points d'application, en cas de rupture de 
l'équilibre. Cette loi est ainsi présentée, à proprement parler, 
par Galilée et son commentateur, comme une propriété géné- 
rale de l'équilibre, et pon comme la vraie raison de l'équi- 
libre, ainsi qu'on l'a fait depuis Descartes. 

Enfin, c'est dans une lettre de Jean BernouUi, adressée de 
Bàle à Varignon, le 26 janvier 1717, qu'on trouve le principe 



(<) C'est l'axioms des mécaniciens, énoncé pour la première fois presque 
dans les termes qu'on emploie encore aujourd'hui. 

B. — II. 4 
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dont nous nous occupons énoncé pour la première fois avec 
toute sa généralité. 

a Tout cela étant bien entendu, je forme, dit BernouIIi, 
» cette 

PROPOSITION GÉNÉRALE. 

» En tout équilibre de forces quelconques, de quelque 
manière qu'elles soient appliquées et suivant quelque direc- 
tion qu'elles agissent les unes sur les autres, ou médiatement, 
ou immédiatement, la sommée des énergies affirmatives sera 
égale à la somme des énergies négatives'' prises affirmative- 
ment. » (Varignon, Nouvelle Mécanique,) 

BernouUi se contenta d'énoncer cette proposition générale 
et ne la démontra point. Il est probable qu'il y était arrivé par 
une simple induction fondée sur des cas un peu plus com- 
pliqués que ceux qu'avait étudiés Galilée. 

Lagrange, dans la première édition de sa Méchanique ana- 
lytique, admet le principe de BernouUi comme une espèce 
d'axiome; et il tire de ce principe une formule générale, qui 
renferme la solution de tous les problèmes qu'on peut pro- 
poser sur l'équilibre des forces. 

Il semble pourtant que cette proposition n'est pas assez 
évidente en elle-même pour qu'il soit convenable de l'ériger 
en principe primitif. Il est préférable de prendre pour base 
une proposition plus simple, ainsi que nous l'avons fait, et de 
considérer le principe des vitesses virtuelles comme un théo- 
rème à démontrer (^). Cela fait, la formule de Lagrange per- 
met d'en déduire la solution de tous les problèmes d'équi- 
libre, sans constructions nouvelles, sans artifices particuliers, 
par une méthode simple, élégante, uniforme, ainsi que cela 
doit arriver quand on a été assez heureux pour saisir dans une 

(*) Ce n'est qu'après la publicatioo du grand Ouvrage de Lagrange que 
parut la première démonstration générale du principe des vitesses virtuelles. 
Elle est due à Fourier et ne date que de 1797. (Voir Journal de l'École 
Polytechnique^ t. II.) On en a publié depuis un grand nombre d'autres, et 
Lagrange lui-même a cru devoir en proposer une dans la deuxième édition 
de la Mécanique analytique. 
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principe suprême et générateur d*où tout le reste 

Hiit le caractère original de ce principe, c'est qu'il 

!«' question d'équilibre de forces à une détermi- 

rapport de vitesses, de sorte qu'il ramène immédia- 

î tout d'un coup la Statique à la Cinématique, c'est- 

' t Géométrie. On trouverait difficilement un exemple 

" ''oux de passage d'une science à une autre science, 

"on te comme objet et comme principes. 

.iuciul d'ailleurs facilement qu'une fois que, par une 

:i liréc de l'étude rationnelle et expérimentale d'un 

îihre de cas particuliers, on est parvenu au théorème 

!■ Ji^s renferme tous, on puisse inversement déduire 

'•*'ine les faits qui ont servi de point de départ, 

.1 (iémolissant un édifice on retrouve tous les maté- 

.i ont servi à l'édifier; c'est cette marche que nous 

-livre actuellement. Nous aurions pu commencer par 

'.:\<\, sous leur forme mathématique actuelle, l'énoncé 

. jnslralion du principe des vitesses virtuelles, mais 

intime de ce principe ou théorème et sa véritable 

!«>n auraient complètement disparu sous la sèche- 

' » l'orine didactique; on n'y auraitplus vu qu'une for- 

ihinode pour résoudre des problèmes, et pour ainsi 

' îionenient d'un drame dont on ignorerait les péri- 

' si pourquoi nous avons cru indispensable de donner 

■ 'lies détails historiques. 

avons été par là, il est vrai, entraîné à présenter, 
:>n<i habitude, les choses avec tout le vague et la 
'^^1 mile qu'on retrouve autour du berceau de chaque 
•îini^ nous nous hâterons de réparer cette faute volon- 
' ionnanl des définitions nettes et précises, qui désor- 
:- serviront exclusivement dans tous nos raisonne- 
urs calculs. 

< (X. THÉOllfeME DU TRAVAIL VIRTUEL. 

Considérons un système matériel dont les 

')nt sollicités par des forces quelconques. Sup- 

îes points du système transporté de la position 
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qu'il occupe dans une position infiniment voisine : on nomme 
vitesse virtuelle d*un quelconque de ces points, ou mieux dé- 
placement virtuel (^), la droite qui joint la première position 
à la deuxième. 

Ces déplacements virtuels sont des grandeurs purement 
géométriques; ils n'ont rien de commun avec les déplace- 
ments réels qui prendraient naissance si le corps n'était pas 
en équilibre. Les déplacements attribués à un ou plusieurs 
points peuvent être impossibles, d'autres incompatibles entre 
eux, ce qui n'empêche nullement de concevoir géométrique- 
ment un point dans deux positions voisines quelconques. 

Le travail virtuel d'une force appliquée à ce point est le 
travail qui correspond au déplacement virtuel, c'est-à-dire 
qu'il est le produit du déplacement virtuel par la force et par 
le cosinus de l'angle que forment les directions respectives 
du déplacement et de la force. Nous désignerons celte quan- 
tité par la notation T^F, c'est-à-dire que nous ferons 



T^Fr=F55COsFi^5(2). 

Nous allons maintenant établir l'enchaînement des proposi- 
tions qui constituent les diverses parties du théorème. 

L Equilibre d'un point matériel, — Nous avons vu que, 
pour qu'un point matériel soit en équilibre, il faut et il suffît 
que la résultante de toutes les forces qui lui sont appliquées 
soit nulle. 

Nous énoncerons identiquement la même chose en disant 
que le travail de cette résultante doit être nul pour tout dé- 
placement virtuel attribué au point sur lequel elle agit. En 
effet, si cette résultante est nulle, son travail est aussi nul, 
quel que soit le déplacement du point d'application; et réci- 
proquement, si le travail d'une certaine force est nul pour tout 



(*) La dénomination de vîYewe vf/'^ae/Ze vient de ce qu'on peut concevoir 
que le déplacement virtuel se fasse avec uniformité dans un temps infiniment 
petit, et qu'alors les espaces parcourus sont proportionnels aux vitesses. 

(=') Pour distinguer les déplacements virtuels des déplacements réels, nous 
désignerons, suivant Tusage, les premiers par la lettre 8, les seconds parla 
caractéristique d. 
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déplacement infiniment petit qu'on voudra supposer, celte 
force est nécessairement nulle elle-même. 

Mais nous savons que le travail de la résultante des forces 
appliquées à un point est égal à la somme des travaux de 
toutes les composantes ; donc on peut dire que : 

Pour qu'un point matériel soit en équilibre, Il faut et II 
suffit que la somme des travaux de toutes les forces appliquées 
à ce point soit nulle pour tous les déplacements virtuels ima- 
ginables. 

Quand le point dont il s'agit fait partie d'un système maté- 
riel, nous avons l'habitude de distinguer en deux groupes les 
forces que nous considérons comme appliquées à ce point, 
savoir : les forces extérieures F et les forces intérieures f. 

Nous écrirons donc la propriété qui précède de la manière 
suivante 

(I) ^I.V^^T.f^o, 

et nous énoncerons ainsi la première partie du théorème : 

Première partie. — Pour tout point faisant partie d'un sys- 
tèmes m,atériel en équilibre, la somme des travaux des forces 
appliquées à ce point, tant intérieures qu'extérieures est nulle, 
pour un déplacement virtuel quelconque. 

II. Équilibre d'un système matériel quelconque. — En 
appliquant le même raisonnement à tous les points matériels 
qui constituent notre système en équilibre, et faisant la somme 
de toutes les équations telles que (I), relatives à ces divers 
points, on voit que : 

Deuxième partie. — Dans un système matériel en équilibre, 
la somme des travaux de toutes les forces, tant intérieures 
qu'extérieures, est égale à zéro, quels que soient les déplace- 
ments virtuels infiniment petits et indépendants les uns des 
autres que Von imagine être pris en même temps par les dif- 
férents points du système. 
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Ce théorème s'exprime analytiquement par réquation 

(11) 22 '^•'ï'+ 212 '*"">■-=*'' 

la sommation s'étendant à la fois à toutes les forces agissant 
sm* un point quelconque et à tous les points que Ton consi- 
dère comme formant le système étudié. Réciproquement, si 
la somme des travaux virtuels de toutes les forces appliquées 
au système est nulle, pour tous les déplacements imaginables 
des divers points qui le composent, le système, supposé pri- 
mitivement en repos, ne sortira pas de cet état de repos : car, 
si l'on ne déplace qu*un seul de ces points matériels, ce qui 
revient à supposer que les déplacements des autres points 
sont nuls, on conclura de notre hypothèse que la somme des 
travaux virtuel^ des forces appliquées à ce point est égale à 
zéro, quel que soit le déplacement qu'on lui attribue, c'est- 
à-dire que ce point, considéré seul, est en équilibre. Le même 
raisonnement, appliqué successivement aux divers points du 
système, montrera que tous ces points sont également en 
équilibre, et, par conséquent, le système tout entier est en 
équilibre. Ainsi, l'on peut dire que, pour qu'un système 
matériel quelconque soit en équilibre, il faut et il suffît que la 
somme des travaux virtuels de toutes les forces qui agissent 
sur ses divers points soit nulle, quels que soient les déplace- 
ments infiniment petits et indépendants les uns des autres 
que l'on imagine être pris en même temps par ces difîérents 
points. 

III. Équilibre [d'un solide invariable, — Parmi tous les 
déplacements virtuels, en nombre infini, que nous pouvons 
attribuer simultanément aux divers points d'un système maté- 
riel, choisissons en particulier des déplacements tels que les 
distances mutuelles de tous les points du système restent les 
mêmes; c'est-à-dire, concevons que nous déplacions le sys- 
tème matériel tout d'une pièce, comme si c'était un solide 
invariable. L'équation fournie par le théorème du travail vir- 
tuel, pour un pareil déplacement de l'ensemble des points 
matériels du système, ne contiendra aucun terme dépendant 
des forces intérieures. En effet, dans le déplacement particu- 
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lier que nous considérons, la distance de deux quelconques 
des points matériels du système ne change pas. Donc les tra- 
vaux virtuels des forces intérieures sont deux à deux égaux 
et de signes contraires, et, par conséquent, disparaissent tous 
de l'équation fournie par le théorème du travail virtuel. 
L'équation générale (II) se réduit alors à 

(iii) 22^-^=^- 

Donc : 

Troisième partie. — Lorsqu'on communique à un système 
un déplacement virtuel compatible avec la parfaite solidité du 
système, la somme des travaux virtuels des forces extérieures 
est nulle. 

Le théorème que nous venons de démontrer nous donne 
une propriété générale de l'équilibre, dans laquelle n'entrent 
pas les forces intérieures. Cette propriété sera donc toujours 
vérifiée, quel que soit le degré de solidité ou de rigidité des 
parties du système; c'est-à-dire qu'elle devra nécessairement 
avoir lieu pour que l'équilibre existe; mais, en général, cela 
ne sera pas suffisant. 

IV. Équilibre des systèmes à liaisons. — Les solides inva- 
riables sont des cas particuliers des systèmes matériels dans 
lesquels on suppose qu'il existe entre les divers points cer- 
taines liaisons géométriques. 

On entend par liaisons des conditions que le système doit 
nécessairement remplir. On peut imaginer une variété infinie 
de liaisons, et cela aussi bien au point de vue géométrique 
qu'au point de vue physique; mais on peut toujours, quelles 
que soient ces liaisons, les supposer remplacées par des forces 
capables d'obliger le système à satisfaire aux mêmes condi- 
tions. C'est ainsi que, dans le cas où un point matériel est 
assujetti à rester sur une courbe fixe ou sur une surface fixe, 
sans frottement, nous avons vu comment on peut déterminer 
une force capable de produire le même effet. Cette force 
s'appelle la réaction normale de la courbe ou de la surface. 

En substituant aux liaisons les forces qui peuvent en tenir 
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lieu, on fait rentrer le système matériel dans le cas général 
pour lequel le théorème du travail virtuel a été établi. Pour 
que ce système soit en équilibre, il faut et il suffît que la 
somme des travaux virtuels de toutes les forces, y compris 
celles qui tiennent la place des liaisons, soit égale à zéro, 
quels que soient les déplacements virtuels qu'on attribue à 
tous les points matériels dont il est formé. Ce mode de pro- 
céder a l'avantage de faire connaître les forces capables de 
remplacer les liaisons, ou, comme on dit, les charges des 
appuis. En éliminant ces forces entre les équations fournies 
par le ihéorème général, on obtient les véritables équations 
d'équilibre. 

On peut aussi ne pas introduire dans le calcul ces inconnues 
auxiliaires. En effet, nous allons montrer que si, parmi tous 
les déplacements virtuels infiniment petits qu'on est libre 
d'attribuer à tous les points du système, on choisit spéciale- 
ment ceux qui sont compatibles avec les liaisons, la somme 
des travaux virtuels des forces de liaison est identiquement 
nulle, de sorte que ces forces disparaissent d'elles-mêmes des 
équations fournies par le théorème du travail virtuel, ap- 
pliqué à ces déplacements particuliers. 

Pour établir ce point capital, nous considérerons seulement 
les trois modes de liaison suivants, qui sont ceux qu'on ren- 
contre le plus fréquemment dans les machines. 

i<* Quand certains points sont obligés de rester sur des 
courbes fixes ou sur des surfaces fixes, sans éprouver de frot- 
tement de la part de ces courbes ou de ces surfaces, le travail 
de la réaction normale est évidemment nul, pour tout dépla- 
cement du point dirigé suivant la courbe ou sur la surface 
fixe, puisqu'un pareil déplacement virtuel est perpendiculaire 
à la direction de la force. 

2« Quand deux points du système sont assujettis par un 
mode de liaison quelconque à rester à des distances inva- 
riables l'un de l'autre, on obtiendrait le même effet au moyen 
de deux forces égales et contraires, appliquées respective- 
ment à chacun de ces deux points, et dont il est possible de 
calculer a posteriori l'intensité, comme on calcule la réaction 
d'une surface fixe. Or nous avons démontré, page 3o, que la 
somme des travaux de deux forces de ce genre est nulle, pour 
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loul déplacetneni virluel en vertu duquel la distance des deux ' 
points ne change pas. 

3' Enfin, quand deux parties du système, assimilées à des 
solirlcs invariables, sont maintenues en contact, sans qu'il se 
développe de rrolloment entre leurs surfaces, on peut regarder 

: ce résultat comme produit par deux réactions égales et con- 
traires, agissant sur les deux solides aux points par lesquels 

' ils se louchenl, et dirigées suivant la normale commune à 

, leurs surfaces ('). Or, dans ce cas encore, la somme des tra- 
vaux des deux réactions est nulle, pour tout mouvement 

I virtuel du syslèmeen vertu duquelles deux surfaces ne cessent 
pas de se loucher. i 

En effet, les deux points M, m {Jig. la), qui se trouvaient 

, en conlacl, occupent par l'effet du déplacement virluel des 

' positions M', m' , toutes deux situées sur le nouveau plan de 
contact des surfaces, plan qui fait un angle inliniment petit 

I îivecle plan tangent commun en M. 

Les déplacements virtuels MM', mm' des points d'applica- 
tion de nos deus forces ont donc une mfime projection sur la 
normale commune NN ; et, comme ces forces elles-mêmes ont 

j des directions opposées suivant celle normale, la somme de 

|: lours travaux virtuels est nulle ('). 

1 Si donc nous considérons seulement des systèmes maté- 

I Hels dont les liaisons rentrent dans l'un des trois types que 
nous venons d'étudier, il résulte de la discussion précédenle 

J qu'il n'y aura pas lieu de s'occuper des forces provenant des 
liaisons, tant qu'on appliquera seulement le théorème du 

1 travail virtuel à des déplacements compatibles avec ces liai- 
Sons. Ce résultat constitue la quatrième partie de notre théo- 
rème fondamental. 
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lucment, si la somme des travaux 
quées au système est égale à zéro 
!l compatible avec les liaisoDS, ce 
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Quatrième partie. — Quand un système de points matérieir 
liés entre eux d'une manière quelconque est en équilibre^ la 
somme des travaux virtuels des forces directement appliquées 
au système est nulle, tout comme si chacun des points du sys- 
tème était libre, mais seulement pour tout système de déplace^ 
ments virtuels compatible avec l'existence des liaisons. 

Des machines, — Les machines ne sont pas autre chose que 
des systèmes de corps assujettis à certaines liaisons; et géné- 
ralement ce sont des systèmes à liaisons complètes, dans les- 
quels le mouvement d*un seul point détermine celui de tous 
les autres, le mouvement du premier ne pouvant d'ailleurs 
avoir lieu que sur une trajectoire déterminée. 

Dans ce cas, il n'existe qu'un seul système de déplacements 
virtuels possibles, et le théorème du travail virtuel ne fournit 
qu'une seule équation pour l'équilibre des forces appliquées 
à la machine. 

Réciproque du théorème du travail virtuel. 

En démontrant la deuxième partie du théorème, nous avons 
établi que, réciproquement, toutes les fois que la somme des 
travaux de toutes les forces du système est nulle, pour un 
déplacement virtuel quelconque, on est assuré que le système 
est en équilibre. 

Mais il est bien évident qu'une pareille vérification est im- 
possible, et que le théorème en question serait peu utile, si 
l'on n'avait des moyens de discerner dans chaque cas particu- 
lier, parmi toutes ces conditions dont le nombre est infini, 
celles qui sont suffisantes (*) pour l'équilibre du système. 

Le seul cas qui présente de l'intérêt est celui d'un système 
à liaisons, car si l'on avait des points isolés, indépendants les 
uns des autres, il est bien clair que chacun de ces points de- 
vrait être en équilibre séparément, et que le système constitué 
par leur réunion ne présenterait aucune propriété. Or nous 



(') Il faut entendre par là les conditions qui, une fois vérifiées, entraînent 
toutes les autres, car il ne faut pas oublier que ces conditions sont toutes 
également nécessaires, et que, si une seule d'entre elles n'était pas remplie, 
l'équilibre ne saurait subsister. 



V 



CHAP. III. — ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES QUELCONQUES, ETC. 5() 

allons faire voir qae réciproquement, si la somme des travaux 
des forces directement appliquées au système est égale à zéro 
pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, ce 
système est en équilibre. 

En effet, désignons toujours d'une manière générale par F 
les forces directement appliquées au système; s'il n'y avait 
pas équilibre, le système supposé en repos se mettrait en 
mouvement, et son mouvement s'effectuerait conformément 
aux liaisons auxquelles il est assujetti. On pourrait s'opposer à 
ce mouvement, en appliquant à chacun des points matériels 
du système une force convenable, dirigée en sens contraire de 
la direction suivant laquelle ce point matériel tendrait à se 
déplacer; dès lors, le système matériel serait en équilibre sous 
l'action des forces Q, Q', Q%. . ., que Ton devrait ainsi appli- 
quer à ses divers points, et des forces F que l'on avait déjà. 
D'après ce qui vient d'être établi il n'y a qu'un instant, la 
somme des travaux des forces Q et F devrait être nulle pour 
tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, et en 
particulier pour le déplacement infiniment petit que le sys- 
tème aurait pris tout d'abord sous l'action des forces F seules, 
si l'on n'avait pas appliqué les forces Q pour s'y opposer. Mais, 
par hypothèse, la somme des travaux virtuels des forces F est 
nulle pour tout déplacement compatible avec les liaisons, et 
par conséquent pour le mouvement particulier dont il s'agit : 
donc, la somme des travaux virtuels des forces Q devrait aussi 
être nulle pour ce mouvement particulier. Or ceci est impos- 
sible puisque, dans ce mouvement, le point d'application de 
chacune des forces Q se déplace précisément en sens contraire 
du sens dans lequel la force agit; d'où il suit que les travaux 
virtuels de ces forces sont tous négatifs. 

Il résulte de ce qui vient d'être dit que, pour qu'un système 
matériel dans lequel on imagine des liaisons soit en équi- 
libre sous l'action des forces F directement appliquées à ses 
différents points, il faut et il suffit que la somme des travaux 
virtuels de ces forces soit nulle, pour tout déplacement infini- 
ment petit compatible avec les liaisons. 

Ainsi se trouve limité dans chaque cas, par les lois mêmes 
qui régissent la constitution d'un système matériel, le nombre 
des conditions réellement nécessaires à l'équilibre de ce sys- 
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tèiDe. Dans la plupart des madiioe^, diaprés ce que nous avons 
dit, il ij*v a qu'un seul mouTement virtuel possible : aneseuk 
condition est donc nécessaire et sufBsante pour quedesfcHrcei 
en nonil ire quelconque se fassent équilibre par riatermédiaire 
de cette madnne. Le tbéoréme du trayail Tîrtael donne avec 
la plus grande facilité celte équation unique, en éliminant 
sans qu'on s'en aperçoive tout ce qui se passe dans nntérieu 
de la machine. 

Considérons, j»ar exemple, la presse hydraolîqae (U 1*, 
p. 2^S >. On sait que cette machine se compose de deux corpi 
de pompe remplis d>a!] on d'un liquide quelconque, et reliés 
Tun à Tautre par un turau de communication. Un piston qui 
se trouve en contact avec le liquide se meut dans chacun des 
deux rylindres. Sur le plus petit de ces pistons agit la puis- 
sance r, sur le plus irrand s'exerce la résistance R. 

L'n seul mouvement virtuel est possible: si nous supposons 
que le premier piston s'enfonce d'une quantité dA, le deuxième 
se soulevant de o/<', Té^alité des travaux virtuels de la pois- 
san'^e et de la résistance donne Téquation 

de laquelle nous allons tirer la condition d'équilibre de la 
pr^'sse hydraulique. 

Pour rf;la nous remarquerons qu'en vertu de Tîncompressî- 
hilitf' d^'S liquides, le volume dont on a diminué la colonne 
contenue dans le premier cylindre doit être exactement égal 
à l'excédent que nous retrouvons dans le deuxième. On a donc, 
S et S' d»'->i;:nant les sections des deux pistons, 

d*oii, en éliminant les vitesses virtuelles, 

PS 

R ~ s' 

/Jans r équilibre de la presse hydraulique, la puissance est 
a la résistance dans le rapport direct des sectioFis des deux 
cylindres. 

Ou trouverait de même les conditions d'équilibre des sys- 
têdMîK de poulies, des équipages de roues dentées, etc. 



CHAP. III. — ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES QUELCONQUES, ETC. 6l 

Considérons, par exemple, une série d'arbres lournanls dont 
les vitesses soient en rapport constant. Appelons ôa la vitesse 
angulaire virtuelle du premier arbre; Si, Sj» £3,.-. les raisons {^) 
des arbres auxquels sont appliquées des puissances; yji, yî2, 
TQa, . . . celles des arbres sur lesquels agissent des résistances. 
L'équation du travail virtuel est 

On en conclut Téquation 

§ X. — Equations générales de l'équilibre d'un système 

MATÉRIEL QUELCONQUE. 

Quelle que soit la constitution d'un système matériel dont 
on recherche les conditions d'équilibre, il est clair qu'on 
n'altère pas cet équilibre, supposé établi, en supposant le 
système invariable de forme. Donc les équations qui répondent 
aux déplacements virtuels compatibles avec la rigidité du 
système s'appliquent à tous les systèmes matériels imagi- 
nables. 

Nous allons montrer que les équations correspondantes à 
ces déplacements virtuels sont au nombre de sia:. Elles portent 
le nom d'équations générales de l'équilibre, parce qu'elles 
s'appliquent à un système quelconque. Elles sont les seules 
qui soient générales, car elles sont suffisantes dans le cas d'un 
solide invariable. Quant aux autres cas, ces équations, toujours 
nécessaires, ne seront pas suffisantes, et il faudra, après s'être 
assuré qu'elles sont vérifiées, rechercher quelles sont les nou- 
velles conditions introduites par la nature spéciale du système 
dont on s'occupe. 

Les mouvements compatibles avec la solidité du système 
sont de trois sortes : i* un mouvement de translation dans 
une direction quelconque; 2° un mouvement de rotation 



(*) Voir Cinématique y p. 24^* 
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•avail virtuel au cas d'un mouvement composé ne nous 
pprendrait rien de nouveau. En eflfet, le travail de chaque 
>rce, pour un mouvement de ce genre, est la somme des tra- 
aux qui correspondent aux mouvements composants. Par 
uite, la quantité qu'on devrait égaler à zéro serait la somme 
le deux quantités nulles séparément. 
Ainsi : 

Théorème général. — Quand un système matériel quelconque 
'St en équilibre, sous l* influence de forces extérieures et inté- 
rieures quelconques : 

* I® La somme des projections des forces extérieures sur un 
txe quelconque est égale à zéro; 

1^ La somme des moments de ces mêmes forces extérieures 
7ar rapport à un axe quelconque est égale à zéro. 

Cherchons toutes les équations que peuvent fournir les deux 
parties de ce théorème. 

i<* Équations dérivées du mouvement de translation, — Il 
est clair que si Ton écrit que la somme des projections des 
forces extérieures est nulle séparément sur trois axes rectan- 
gulaires, cette somme sera également nulle pour une direc- 
tion quelconque, définie par les angles a, ^, y, qu'elle fait avec 
les axes coordonnés. En effet, la projection d'une foi*ce du 
système sur cette direction est, en appelant X, Y, Z les pro- 
jections respectives sur les trois axes, 

FcosA = Xcosa -i- YcosjS -hZcosy; 

donc la somme des projections des forces du système est, en 
ineiiantcosa, cos^, cosy en facteurs, 

V F cos A = cosoc V X -f- cosp V Y -+- cosy^Z, 
quantité qui sera toujours nulle si l'on a à la fois 

2® Équations dérivées du mouvement de rotation, — De 
nême, pour exprimer que la somme des moments des forces 
)ar rapport à un axe quelconque, passant en un point donné, 
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est nulle, il suflût d'exprimer que cette somme est nulle f 
trois axes rectang^ul aires qui se croisent sur ce point, ou qi 
a, en prenant nos notations babitQelle&, 

car le moment G d'une force par rapport à un axe qui fait a 
les axes des angles =, 5. -, est 

G — L C0S2 — M cos 5 — N cosy- 

Ouant aux axes qui ne passent pas par notre origine, il 
facile de voir que la somme des moments des forces par i 
port à ces axes est éîralement nulle, nos équations (i) et 
étant supposées satisfaites. Eu effet, nous aurons établi c 
proposition, si nous prouvons que la somme des travaux 
forces est nulle pour un mouvement virtuel de rotation aut 
d'un pareil axe. Or, uu mouvement quelconque d'un so 
peut toujours être décomposé en une rotation autour d'un 
passant eu un point donné, et une translation dans une ( 
taine direction: et les équations {i\ et (2) établissent 
la somme dos traxaiix \iriue!s des forces extérieures est m 
pour chacun do ces deux mouvements élémentaires. 

Des six itjuaîions tic I ffuïtiôrc. — On voit qu'en déOni 
le théorème du travail virtuel, appliqué à tous les déph 
ments compatibles avec l'hypothèse de la parfaite rigidité 
système auquel sont appliquées les forces que Tonconsidc 
fournit six équations distinctes seulement : 



V F, = o. 
2m„F = o. 
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Ces équations portent le nom adéquations générales de Vé- 
quilibre ;\raiïes pour un système quelconque, elles sont suffi- 
santes pour l'équilibre des solides invariables. 

Pour résumer cet important Chapitre, nous rappellerons 
qu'il faut distinguer avec soin Téquilibre des forces qui sont 
directement appliquées à un même point matériel de l'équi- 
libre qui existe entre des forces appliquées à certains points 
d'un système. Dans ce dernier cas on doit dire que les forces 
ea:térieures se font équilibre en vertu de la constitution 
physique du corps auquel ces forces sont appliquées (*). Mais 
on pourra dire aussi rigoureusement : Ces six équations de 
V équilibre existent entre les forces extérieures seulement; et 
cela sans qu'il soit nécessaire de se préoccuper de la constitu- 
tion du corps soumis à l'action de ces forces. 

§ XL — Cas particuliers des équations de l'équilibre. 

Les équations générales de l'équilibre se simplifient dans 
quelques cas particuliers quand les forces appliquées au sys- 
tème considéré satisfont à certaines conditions spéciales. Il 
arrive alors qu'un certain nombre des équations qui doivent 
être vérifiées par ces forces sont satisfaites d'elles-mêmes 
identiquement, et le nombre de celles dont il y a réellement 
à s'occuper se trouve diminué d'autant. 

Les cas particuliers qu'il est intéressant de considérer sont 
au nombre de trois seulement. 

Forces concourantes. 

Il ne s'ag;it pas ici de forces appliquées à un même point y 
mais bien de forces dont les directions concourent. Par le 



(*) Les forces extérieures restant les mêmes, l'équilibre serait rompu, si 
la constitation physique du système Tenait à changer; c'est ce qui arrive, 
par exemple, aux tiges métalliques qui se brisent sous un effort beaucoup 
moindre que celui qu'elles ont longtemps supporté, parce que la texture 
du métal s'est modifiée. 

Quand des forces appliquées à un système quelconque se font équilibre, 
refîet de ces forces est de tendre les liens dw système, de développer des forces 
intérieores par l'intermédiaire desquelles l'équilibre s'établit, de manière 
que la résaltante de toutes les forces appliquées à chaque point soit nulle. 
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ur les axes 0.r et j, et un moment nul par rapport à 
z: il suffira donc pour l'équilibre qu'on ait 



— o, 



1^' 

2M„;,F=0, 



^MoyF 



~ o. 
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CHAPITRE IV. 

ÉQUIUBRE DES SOUDES INVARIABLES. 



§ XII. — Des forces équiyalentes. 

Le caractère des six équations de Téquilibre, ainsi que nous 
l'avons dit, «'est que ces équations, nécessaires et suffisantes 
pour le cas hypothétique d'un solide absolument invariable 
de forme, ont lieu pour un système quelconque; de sorte 
que, pour se rendre un compte exact des conditions de l'équi- 
libre d'un système matériel, il y a en général deux choses à 
faire : 

1° Vérifier si les six équations générales sont satisfaites; 

2° Rechercher les conditions spéciales au cas dont on s'oc- 
cupe, qui dérivent de la nature physique des corps soumis 
aux forces considérées, et des liaisons qui existent entre ces 
corps. 

Cela posé, il est évident que, au point de vue de la vérifica- 
tion des six équations de Véquilibre^ on aura le droit de rem- 
placer un groupe de forces F par un autre groupe F', pourvu 
que les forces F' jouent, dans les équations (IV)^ identique- 
ment le même rôle que les forces F. Il faut et il suffit pour 
cela que les forces F et F' aient les mêmes sommes de projec- 
tions sur trois axes rectangulaires, et les mêmes sommes de 
moments par rapport à ces mêmes axes. 

Deux groupes de forces jouissant de cette propriété sont 
dits équivalents; et il résulte de ce qui précède que les équa- 
tions nécessaires et suffisantes pour l'équivalence de deux 
systèmes de forces sont au nombre de six, comme les équa- 
tions générales de l'équilibre. 



I 
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Nous écrirons ces équations sous la forme 

^Mo.F^^^^^-'"^')- 

L'échange d'un groupe de forces par un groupe équivalent 
amène généralement la rupture de Téquilibre, à moins que le 
corps auquel ces forces sont appliquées ne soit un solide inva- 
riable ; et, même dans ce cas, cette substitution modifie Téqui- 
libre intérieur du solide, les tensions des liens, de sorte que, 
pour la détermination de ces quantités, il faudra conserveries 
forces telles qu'elles sont immédiatement données. Notre 
définition de l'équivalence est uniquement relative aux six 
équations de l'équilibre. 

La notion de l'équivalence des forces permet de réduire à 
des systèmes plus simples des forces disposées d'une manière 
quelconque aux divers points d'un solide invariable. Cette 
théorie constitue un Chapitre très important de la Statique. 



Résultante d^un système de forces concourantes. 

Des forces en nombre quelconque, appliquées à un même 
point matériel, sont équivalenles à leur résultante. Il y a 
même dans ce cas équivalence physique complète, en même 
temps qu'équivalence géométrique; et l'on peut, sans altérer 



(*) Il résulte de ces équations qu'on obtient l'équilibre quand à un sys- 
tème de forces on ajoute un système équivalent pris en sens opposé. 
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en rien Tétat d'un corps en équilibre, remplacer par leur 
résultante des forces appliquées en un même point de ce 
corps. 

Si nous considérons des forces dont les directions con- 
courent en un point 0, mais dont les points d'application ne 
sont pas les mêmes, une force appliquée au point O, ayant 
pour projections sur trois axes conduits par ce point les 
sommes des projections des forces concourantes données, est, 
d'après notre définition, équivalente à celles-ci. On lui donne 
le nom de résultante (*), bien qu'il puisse y avoir absurdité, 
dans certains cas, à demander de la substituer aux premières, 
même dans le cas où il s'agit d'un solide invariable, le point 
pouvant fort bien être en dehors du solide. 

Il suffit pourtant qu'il y ait un point du solide sur la direc- 
tion de cette force, pour qu'on puisse la substituer à ses com- 
posantes sans altérer l'équilibre; et, en général, une force, 
appliquée à un point d'un solide invariable en équilibre, peut 
être supposée appliquée en un point quelconque pris sur sa 
direction, pourvu que ce point soit invariablement lié au 
solide (^). 

Cette proposition est évidente par elle-même; et on la pose 
souvent comme une espèce d'axiome, tout au commencement 
de la Statique. Cette manière de procéder présente un certain 
inconvénient, car on s'habitue à faire abstraction du point 
d'application des forces, et à les considérer comme agissant 
indifféremment sur un point quelconque de leur direction. Or 
ceci est physiquement faux, et le déplacement du point d'ap- 

(') Toutes les fois qu'il existe une force unique équivalente à un groupe 
quelconque de forces, on donne à cette force unique le nom de résultante. 
Il est juste de dire que cette acception du mot de résultante est la première 
qui ait été introduite dans la Science, et que la signification géométrique 
que nous donnons à ce mot, dans cet Ouvrage, est beaucoup plus récente. 

(') Quand on transporte une force du point A au point B {fig. i3), on 
change l'état du solide, puisqu'on introduit une traction qui s'exerce sur la 
ligne AB. Il faut donc, pour que la substitution soit physiquement possible, 
que la nature du corps lui permette de résister à la traction dont nous par- 
lons. C'est ce qui arrivera, par exemple, si les deux points A et B sont liés 
par un cordon; mais, dans cette hypothèse, on ne pourrait pas transporter 
de la même manière une force dont le sens serait opposé à celui de la 
force F. 
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plication d'une force change l'équilibre intérieur du corps. 
Quant aux forces fictives telles que les résultantes, etc., il est 
tout à fait rigoureux de dire qu'un point quelconque de leur 
direction peut être pris pour leur point d'application, car ces 
forces n'entrent jamais en ligne de compte, quand il s'agit de 
l'équilibre intérieur d'un corps. 

Résultante d'un système de forces parallèles. 

Des forces parallèles disposées d'une manière quelconque 
sont généralement susceptibles d'être remplacées par une 
force unique, laquelle reçoit, ainsi que nous l'avons dit, le 
nom de résultante. 

Pour établir cette proposition, considérons d'abord {fig. i4) 
deux forces P, Q, de même sens, et appliquées, la première 
en A, la seconde en B. Proposons-nous de trouver une troi- 
sième force qui soit équivalente à leur ensemble. La projec- 
tion de cette force sur un axe quelconque doit être égale à la 
somme des projections des deux premières. Or, si l'on prend 
pour axe de projection un axe perpendiculaire à la direction 
commune des deux forces, la somme de leurs projections est 
nulle, et il doit en être de même de celle de leur résultante; 
donc cette résultante doit être parallèle à ses composantes. 
Au contraire, la somme des projections sur un axe parallèle 
à AP est P -h Q ; donc l'intensité de la résultante est égale à 
P H- Q. Il faut enfin que la somme des moments des compo- 
santes, par rapport à un axe perpendiculaire à leur plan, soit 
égale au moment de la résultante. Faisons passer cet axe par 
un point de la résultante inconnue, le moment de la résul- 
tante sera nul; donc la somme algébrique des moments des 
deux composantes doit être nulle également. Il résulte de là 
que le point doit être situé entre les forces; et si/? et ^ sont 
ses distances respectives aux forces P et Q, on doit avoir 

Donc : 

Théorème. — Deux forces parallèles et de même sens ont une 
résultante qui leur est parallèle et dirigée dans le même sens. 
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priélés fort intéressantes, sur lesquelles nous insisterons plus 
tard. 

Cas d* exception. — Il existe un cas singulier dans lequel 
les résultats précédents se trouvent en défaut, et où il n'est 
pas possible de déterminer une force unique capable de rem- 
placer des forces parallèles données. 

Distinguons ces forces en deux groupes comprenant : le pre- 
mier, toutes celles qui agissent dans un certain sens; le 
deuxième, toutes celles qui agissent dans le sens opposé. 
Soient P la résultante des forces du premier groupe {fig* i5), 
Q celle des forces du second. 

D'après ce que nous avons vu, les deux forces P et Q, qui 
sont équivalentes à toutes les forces données, admettent elles- 
mêmes une résultante dont Tintensité est représentée par 

P-Q, 

et dont la distance à la force P a pour expression, a étant la 
cîistance de P à Q, 

Si la différence P — Q est très petite, l'intensité de la résul- 
tante est elle-même fort petite, et en même temps sa distance 
à. Tune ou à l'autre de ses composantes grandit, et peut même 
dépasser telle longueur finie que l'on voudra. A la limite, si 
l'on fait P = Q, on trouve pour cette résultante une force 
nulle, appliquée à l'infini, ce qui n'a plus de sens. 

Ce cas d'exception est tout à fait l'analogue de celui qui 
s'est déjà présenté en Cinématique, à propos de la composi- 
tion des rolations. La théorie générale ne nous apprend plus 
alors qu'une chose, c'est que, dans ce cas singulier, il n'y a 
plus de résultante unique, c'est-à-dire que deux forces égales 
parallèles, de sens contraire, mais non directement opposées, 
constituent un système sui generis, qui n'est pas susceptible 
d'être tenu en équilibre par une simple force. C'est le plus 
simple des systèmes non réductibles à une force unique. 

Un pareil système porte le nom de couple (*). La considé- 

(*) C'est par analogie avec les couples de forces que nous avons appelé 
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ration des couples qui s'introduisent ainsi comme un cas sin- 
gulier joue un grand rôle dans la théorie de la réduction des 
forces appliquées à un solide invariable, comme nous allons 
le montrer d'après Poinsot. 

§ XïlI. — Théorie des couples. 

Définition. — Pour abréger le discours, nous appellerons 
couple Tensemble de deux forces égales, parallèles et con- 
traires, mais non appliquées au même point. 

Nous n'avons pas à nous inquiéter pour le moment de ce 
que peut être l'action de ces forces sur le corps auquel elles 
sont appliquées (^); nous savons seulement que, quelle que 
soit cette action, elle n'est pas de nature à être contre-balancée 
par celle d'aucune simple force, appliquée comme on voudra 
au même corps, et que, par conséquent, l'effort d'un couple 
ne peut être comparé d'aucune manière à celui d'une simple 
force- 

L'idée de couple ne doit pas être séparée (du moins à l'en- 
droit où en est actuellement notre exposition de la Mécanique 
rationnelle) de celle d'un corps solide en équilibre auquel 
le couple est appliqué. L'effet d'un couple, si l'on peut s'ex- 
primer ainsi, c'est de tenir une certaine place dans les six 
équations de l'équilibre. 

Considérons donc l'ensemble de deux forces qui constituent 
ce que nous nommons, pour abréger, un couple, et cherchons 

en Cinématique couple de rotations l'ensemble de deux rotations qui ne 
peuvent pas se remplacer par une rotation unique. 

(*) On s'expose aux plus grandes erreurs quand on veut chercher à se 
rendre compte de l'effet d'un couple appliqué à un solide libre. La déter- 
mination de cet effet est un problème important de Dynamique, que nous 
verrons en temps et lieu. 

Les commençants sont assez généralement portés à associer, sans trop 
savoir pourquoi, l'idée de force à celle de translation, et l'idée de couple à 
celle de rotation, et à se représenter en conséquence l'effet d'un couple 
comme élant de faire tourner le solide auquel il est appliqué autour d'une 
perpendiculaire à son plan. Rien n'est plus faux que ces idées. Ainsi tout 
le monde sait qu'au jeu de billard une simple force appliquée à une bille 
produit à la fois un mouvement de translation et un mouvement de rota- 
tion. 
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quels dont les termes qui leur correspondent dans les six équa- 
tions de réquilibre, écrites par rapport à trois axes rectangu- 
laires quelconques; et supposons d'abord que deux de ces 
axes aient été pris parallèles au plan du couple, le troisième 
étant dirigé perpendiculairement au plan. 

Il est d'abord évident que la somme des projections des 
deux forces sur chacun des axes coordonnés est nulle, et que 
la même chose a lieu relativement à une droite quelconque. 

En deuxième lieu, la somme des moments des deux mêmes 
forces autour d'une droite quelconque, parallèle à leur plan, 
est également nulle. En effet, le moment d'une force par rap- 
port à une droite s'obtient en projetant la force sur un plan 
perpendiculaire à la droite, et faisant le produit de la projec- 
tion ainsi obtenue par sa distance au point suivant lequel se 
projette tout entière la droite ou axe par rapport auquel on 
cherche le moment. 

Or, pour un axe parallèle au plan d'un couple, le plan de 
projection dont il est question dans la définition précédente 
est perpendiculaire au plan du couple; les deux forces de ce 
couple se projettent donc sur la même droite, et les deux 
projections occupent sur cette droite des longueurs égales, 
mais comptées dans un sens différent. Les moments de ces 
deux forces sont donc égaux en valeur absolue et de signes 
contraires, c'est-à-dire que leur somme algébrique est identi- 
quement nulle. 

Considérons enfin l'axe perpendiculaire au plan du couple, 
et supposons d'abord que sa projection sur ce plan {fig* 16) 
laisse les deux forces P, Pj d'un môme côté. Soient p la dis- 
tance du point à la force AP, a la distance des droites AP, 
Al Pi. 

La somme algébrique des moments des deux forces est 

c'est-à-dire simplement 

P^, 

puisque Pi est égal à P. Cette quantité Va est indépendante 
de la position du point dans le plan des deux forces. 

Si la projection de Taxe tombait en un point 0', situé entre 
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les deux lignes AP, AjPi, on aurait de même pour la somme 
des moments des deux forces, en appelant p^ la distance du 
point 0' à la force AP, 

P/? -hP(a— /?')=iPa: 

donc : 

Théorème I. — La somme des moments des deux forces d'un 
couple, par rapport à un axe quelconque perpendiculaire à 
leur plan, est constante. 

Cette somme constante est représentée numériquement par 
le produit Pa, quantité qu'on désigne, pour abréger, sous le 
nom de moment du couple. La longueur a s'appelle le brasde 
levier du couple, et Ton voit que : 

Le moment d'un couple est le produit de sa force par son 
brasde levier. 

Ce produit doit être affecté d'un signe convenable, selon 
que la somme des moments des deux forces, à laquelle il est 
équivalent, est positive ou négative. On figure ordinairement 
{Jlg. 17) un couple en supposant les deux forces appliquées 
aux extrémités du bras de levier, ce qui est toujours permis; 
et l'on trouve facilement le signe du moment du couple, en 
considérant le bras de levier comme une barre rigide dont le 
milieu serait fixe; le moment est positif si le couple tend à 
faire tourner son bras de levier dans le sens positif, il est né- 
gatif dans le sens contraire. 

J'ai déjà fait observer, dans un grand nombre de cas analo- 
gues, qu'aucun des facteurs du produit P a ne comporte àpro- 
prement parier de signe : il faut prendre ces facteurs en valeur 
absolue, et affecter le produit du signe convenable. Pourtant, 
si l'une des quantités P ou a dépendait d'une grandeur varia- 
ble, il pourrait arriver que ce facteur changeât de signe et fit 
ainsi changer le signe du moment déterminé pour certains 
sens de la force P et de la ligne a. L'Algèbre présente beau- 
coup d'exemples de faits de ce genre. 

Equivalence des couples. — Pour que deux couples soient 
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équivalents, il faut et il suffit, d'après ce qui vient d'être 
établi : 

I** Que les plans des deux couples soient parallèles; 

2» Que leurs moments soient égaux; 

3» Enfin que les deux couples tendent à faire tourner leurs 
bras de levier respectifs dans le même sens. 

On déduit de là la propriété fondamentale des couples de 
forces, laquelle s'énonce habituellement de la manière sui- 
vante : 

Théorème II. — On peut, sans changer V effet d'un couple 
appliqué à un corps solide en équilibre, le transporter dans son 
plan ou dans tout autre plan parallèle, le tourner comme on 
voudra dans ces divers plans ^ et même changer à volonté sa 
force ou son bras de levier , pourvu que le mom^ent Va con- 
serve toujours la même valeur, et que les couples qu'on sub- 
stitue ainsi l'un à l'autre soient de même sens, 

Aœe d'un couple. — Il suit de là qu'un couple est donné, 
c'est-à-dire qu'on a tout ce qu'on a besoin de connaître, rela- 
tivement à l'énergie du couple et à sa position dans l'espace, 
quand on connaît la direction de son plan, la grandeur de son 
moment, et enfin le sens de ce moment. 

En conséquence, on représente un couple par une simple 
droite, qu'on appelle Vaxe du couple. On prend cette droite 
perpendiculaire au plan du couple, on lui donne une longueur 
proportionnelle à son moment; enfin on est convenu d'affecter 
à cette longueur un sens tel qu'un observateur placé suivant 
cet axe, les pieds à l'origine, voie le couple tendre à faire 
tourner son bras de levier, supposé fixé par son milieu, dans 
le sens que nous avons adopté pour sens positif. 

On voit que l'axe d'un couple n'occupe pas une position 
déterminée dans l'espace; on peut toujours le faire passer par 
un point pris arbitrairement d'une manière quelconque. 

Projection des couples. — 11 nous reste encore à donner 
l'expression de la somme des moments des forces d'un cou- 
ple G {Jig* i8), par rapport à un axe quelconque Oz. Pour 
cela, projetons ces forces sur un plan perpendiculaire à cet 
axe : on obtient ainsi un nouveau couple G', et il est clair que 
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le moment de ce couple représente précisément la somme 
cherchée. 

Cela posé, remarquons que le moment d*un couple peut 
être représenté par la surface du parallélogramme dont les 
forces sont les côtés opposés. Or Taire du parallélogramme 
qui donne le moment de G' est le produit de Taire du parallé- 
logramme (G) par le cosinus de l'angle i formé par le plan du 
couple avec le plan de projection; donc on a 

G'=Gcosf. 

Soit A^ Taxe du couple G : on peut aussi prendre pour cet 
axe la ligne égale et parallèle O^i qui passe par un point 
de 0^, et il résulte de Téquation précédente que Taxe du 
couple G' est la projection de O^i sur 0^; donc : 

Théorème III. — La somme des m,om,ents des forces d'un 
couple par rapport à une droite quelconque est la projection 
de l'axe du couple sur cette droite. 

On voit que les moments des couples se représentent et se 
projettent absolument comme ceux des simples forces, avec 
cette différence toutefois que, dans le cas d'un couple, il n'y 
a qu'à s'inquiéter de la direction de Taxe par rapport auquel 
on considère les moments, et nullement de sa position dans 
Tespace. 

Composition des couples. 

On n'a pu s'empêcher de remarquer dès à présent l'ana- 
logie, ou plutôt l'identité parfaite qui existe, au point de vue 
de la forme mathématique, entre les théorèmes de la Ciné- 
matique et ceux de la Statique. Cette identité est d'autant 
plus curieuse que ces deux Sciences se rapportent à deux 
ordres d'idées absolument et essentiellement différents. 

Ainsi les règles relatives à la composition des rotations se 
retrouvent ici comme présidant à la composition des forces. 
Les deux théories nous présentent le même cas singulier; et 
nous allons voir, pour continuer l'analogie, que les couples 
de forces se composent comme des couples de rotation, c'est- 
à-dire comme des translations. 
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Composition des couples parallèles. — Rien n*empêche de 
s'arranger de façon que les forces P el Q des deux couples 
soient parallèles, et que leurs bras de levier soient égaux. 
Alors, si l'on fait coïncider les deux bras de levier, on a, à 
chacune des extrémités de celte ligne, deux forces dont les 
directions se confondent, et qu'on peut par conséquent rem- 
placer par une force unique dont l'intensité est la somme 
algébrique des intensités des forces des deux couples. Ces 
deux résultantes forment un couple équivalent à l'ensemble 
des deux couples donnés, el le moment 

a(P+Q) 

de ce couple est la somme des moments des couples compo- 
sants. Donc : 

Théorème IV. — Deux couples situés dans deux plans pa- 
rallèles sont équivalents à un couple unique dont le moment 
a pour valeur la somme algébrique des moments des couples 
composants. 

Ce résultat s'énonce plus simplement en disant que Vaxe 
du couple résultant est la somme des axes des couples compo- 
sants. 

Composition des couples quelconques, — Soit maintenant à 
composer deux couples quelconques {fig> 19). Soit AG l'in- 
tersection des plans de ces couples. Prenons sur cette inter- 
section une longueur AB pour bras de levier commun aux 
deux couples. 

A chacune des deux extrémités du bras de levier, j'ai deux 
forces P, Q que je compose par la règle du parallélogramme. 
J'obtiens ainsi deux forces égales et contraires qui constituent 
un couple équivalent aux deux couples proposés. Donc, deux 
couples, situés comme on voudra dans deux plans qui se cou- 
pent sous un angle quelconque, se composent toujours en un 
seul, dont le plan passe par V intersection des plans des deux 
premiers couples^ et par la diagonale du parallélogramme 
construit sur les forces qui constituent ces couples, 

11 est très facile de démontrer que l'axe du couple résultant 



8o PREMIÈRE SECTION. — STATIQUE* 

est la ilia:ronale du parallélosrramme construit sur les axes des 
couples composants. 

En effet, le plan PO peut être rejrardé comme étant pe^ 
pendiculaire à l'intersection AG, puisqu'on a le droit de tou^ 
ner comme on veut des couples dans leur plan. Faisons une 
projection sur ce plan /i>. 20 . Nous avons un parallélo- 
gramme dont les cotés sont P et O. et dont la diagonale est 
la résultante R. Pour avoir i'a\e du couple P, il faut prendre 
sur une perpendiculaire à P une longueur AL proportionnelle 
à F*; l'axe du couple Q et l'axe du couple résultant R s'obtien- 
nent de même en portant sur des perpendiculaires à Q etàR 
des longueurs AM, AN, respectivement proportionnelles aux 
forces Q et R. Donc la figure ALN\I est un parallélogramme 
dont AN est la diagonale, et par suite : 

Théorème V. — Si dcu.r couples sont représentés pour leurs 
axes et pour leurs :sran/leurs par les deujc côtés d'un parai- 
lélof^rammCj ces deu.r couples se ctmposent en un seul y repré- 
senté pour son axe et pour sa ^'randeur par la diagonale de 
ce para lié lo:^ra m me. 

Ayant drmontré, comme nous venons de le faire, la règle 
du parallélogramme des axes, on en déduit immédiatement 
celles (lu parallélépipède et du polygone des axes pour la 
composition d'un nombre quelconque de couples, ainsi que 
la décomposition d'un couple en trois autres ayant pour axes 
trois directions rectangulaires. 



Utilité des couples pour la composition des forces disposées 
dune manière quelconque dans l'espace. 

De même qu'en Cinématique les couples de rotation nous 
ont été d'une grande utilité pour la réduction des mouve- 
ments à leurs éléments les plus simples, de même en Statique 
les couples vont nous permettre de réduire au plus petit 
nombre possible un système quelconque de forces agissant 
sur un corps solide. Voici connnent la tbéorie des couples 
rend celle réduction facile et élégante. 

Vlim force F étant appliquée en un point A d'un corps ou 
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jyslème solide quelconque {fig* 21), si Ton prend un autre 
3oint quelconque dans ce corps (ou au dehors, pourvu 
ju'on Ty suppose invariablement attaché), et qu'on applique 
i ce nouveau point deux forces contraires, égales et parallèles 
\ la première, il est clair que l'état du corps ne sera pas 
changé. Mais on pourra considérer actuellement, au lieu de 
la simple force proposée : 

i<> Une force parfaitement égale, parallèle et de même sens, 
appliquée au nouveau point 0; 

2® Un couple formé par les deux forces parallèles restantes. 
Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple ailleurs, dans 
un plan quelconque parallèle au sien, ce qui est permis, il ne 
restera au point dont il s'agit qu'une force parfaitement égale 
et parallèle à la force primitive, laquelle n'est en quelque 
sorte que cette même force, qu'on y aurait transportée paral- 
lèlement à elle-même. 

On peut donc dire : 

Théorème VI. — Une force F, appliquée en un point A d'un 
solide invariable^ peut être transportée parallèlement à elle^ 
même en un autre point du même solide ^ pourvu quon 
adjoigne à cette force ainsi transportée un couple situé dans 
un plan parallèle au plan FOA et ayant pour moment le pro- 
duit de la force F par la distance du point à la direction 
de cette force. 

Considérons maintenant un système quelconque de forces, 
appliquées à un solide invariable, et transportons toutes ces 
forces en un même point 0. Nous remplacerons ainsi le sys- 
tème des forces données par un système de forces égales et 
parallèles aux premières, et appliquées en un point du solide 
pris à volonté, système auquel il faudra joindre un nombre de 
couples égal au nombre des forces transportées. 

Or, toutes les forces appliquées au point se composent 
en une seule R; tous les couples peuvent de même être rem- 
placés par un couple unique G; donc : 

Théorème VU. — Un système de forces quelconque, appli- 
qué à un ,solide invariable, peut toujours être remplacé^ et 
B. — II. 6 



82 PREMIÈRE SECTION. — STATIQUE. 

d'une infinité de manières, par une force unique et un couple 
unique, 

La force R s'appelle la résultante de translation. La gran- 
deur, la direction et le sens de cette force restent les mêmes, 
quel que soit le point pris pour origine. Ses composantes sui- 
vant trois axes rectangulaires conduits par cette origine sont: 






et Ton a, pour déterminer sa grandeur et les angles a, % y 
qu'elle fait avec les trois axes, les relations 

Rcosa~X, Rcos(3=::Y, RcosY = Z, 

R« = X« + Y*-t-Z^ 

Quant au couple résultant, il change évidemment avec l'o- 
rigine. Les moments L, M,N des projections de ce couple sur 
les trois plans coordonnés, c'est-à-dire la projection de l'axe 
du couple sur les trois axes, sont, d'après les propriétés des 
systèmes équivalents, égaux aux sommes des moments des 
forces par rapport aux mêmes axes. On a donc 



N=2Mo.F; 



d'où, en désignant par G l'axe du couple, par X, jui, v les angles 
de cet axe avec les axes coordonnés, 

GcosX:=L, Gcosfx — M, Gcosv~N, 
Axe du moment maximum, — Ce couple G, projeté sur un 



I 
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plan qui farme avec le sien un angle 9, est égal à G cosB; il , 
suit de là que : 

Théobèmb VIII. — De tous les axes qui partent par une 
même origine, t'axe du couple résultant est celui par rapport 
auquel la somme des moments des forces est la plus grande, i 

TuÉonÈHE IX. — La somme des moments est la même par ' 
rapport à tons les axes qui /ont un même angle avec celui du 
plus grand moment, ou qui forment une surface conique dé- 
crite autour de lui sous cet angle. 

TuËOflËXE X. — La somme des moments est nulle par rap- 
port à tous ceux qui font avec cet axe un angle droit, ou qui 
forment un plan perpendiculaire à sa direction. 

Ajre central. — Nous avons dit(|ue si l'on change l'origine, 
la grandeur du couple résullant varie, en môme temps que 
son a\e (c'est-à-dire l'axe d» moment maximum des forces) 
s'incline sur sa position primitive. 

Cherchons les lois de celle double variation. 

Au pointoij nous en sommes, l'analogieenlreles théorèmes 
de la Cinémaliquc cl ceux de la Statique est si parfaite que 
l'on peut, presque sans nouvelle démonstration, conclure que, 
parmi toutes les manières dont on peut réduire les forces agis- 
sant sur un corps solide à un couple et uue force uniques, il 
en est une plus simple que toutes les autres, et dans laquelle 
l'axe du couple se confond avec la direction de la résultante 
de translation. C'est ce que nous démontrerons d'ailleurs fa- 
cilement par une marche toute pareille à celle que nous avons 
suivie en Cinématique, 

En effet, tout étant déjà réduit & la seule force R et au seul 
couple G, par rapporta un point connu A l^fîg. aa), imaginons 
qu'on décompose le couple G en deux autres, l'un Gcosi, 
perpendiculaire à la direction de la résultante de translation, 
l'autre Gsin(, dont le plan passe par celle direction AH. 

Si dans ce plan, où se trouvent à la fois le couple Gsini et la 
force R, on transporte la force parallèlement à elle-même de A 
|Mi O, d'un tel côté et à une lelle distance x que le couple Rx, 
I^^Be celte translation, soit égal et contraire au couple G sini 
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et le détruise, il ne restera plus que la seule force R appli- 
fjuée au nouveau point O, avec le seul couple G cosiy qui est 
fjan« un plan perpendiculaire à la direction de cette force. 
Donc : 

Tnioutut \I. — Tant de forces qu'on voudra sont toujours 
réduclihlen à une seule force et à un seul couple^ dont le plan 
est perpendiculaire à la direction de la force. 

Ijt couple qui jouit de cette propriété, d*aToir son axe pi- 
rallêle à la direction bien déterminée de la résultante de trans- 
lation, est un minimum par rapport aux couples résultants 
qui se rapportent à une origine quelconque. En effet, le trans- 
port de la résultante, du point en un point arbitraire A, 
donnera lieu à un couple dont le plan contiendra la direc- 
tion OU, et dont l'axe sera par conséquent perpendiculaire à 
Taxe du couple que nous considérons : or la résultante de 
deux droites rectangulaires est plus grande que Tune etTaotre 
de ces droites. Donc le couple dont l'axe est dirigé suivant h 
ligne OR est un minimum. 

Ceci démontre qu*il n'y a qu'une seule manière de réduire 
les forces à un système tel que celui que nous venons de dé- 
finir. 

Soit g le moment du couple minimum, nous avons trooTé 

^ — G cos I, 

G étant le moment du couple résultant relatif à une origine 
quelconque, et / Tinclinaison de Taxe de ce couple sur la ré- 
sultante de translation. Comme la valeur de g est indépen- 
dante de Toriginc A, de laquelle nous sommes partis pour faire 
notre démonstration, on voit que : 

La projection, sur la direction de la résultante de transla- 
tion, de Vaxe du couple résultant relatif à une origine queir 

(o/tffitr, est constante. 

On a d'ailleurs, si Ton se reporte aux expressions des cosi- 
nus <les angles faits avec trois axes fixes quelconques parla 
K'sullante de translation et Taxe du couple résulUnt relatifà 
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rorigine de ces trois axes, 

LX-f-MY + NZ 

COSf= ^r^ 9 

d'où Ton tire 

LX-HMY-f-NZ 

G COS ï z= ^ — :^ f 

quantité constante quelle que soit Torigine choisie. 

Il existe donc toujours un axe, dont la direction est celle de 
la résultante de translation, jouissant, comme on voit, de la 
propriété que la somme des moments par rapport à cet axe 
est à la fois un maximum relativement aux axes qui se croi- 
sent en l'un quelconque de ses points, et un minimum relati- 
vement à ceux qui donnent les moments maxima relatifs aux 
autres points de l'espace. Cet axe s'appelle Vaxe central des 
moments du système de forces (Poinsot) : c'est l'analogue de 
Vaa:e spontané glissant de la Cinématique. 

La dénomination d'axe central se trouvera pleinement jus- 
tifiée si l'on observe qu'à des distances égales de cette droite 
les couples résultants ont des valeurs égales et que leurs axes 
sont également inclinés sur cet axe OR. 

En effet, de quelque côté qu'on transporte la résultante R à 
une distance x de l'axe central, on trouvera toujours l'axe du 
couple résultant en composant le couple^ avec le couple per- 
pendiculaire R^, né du transport de la force R. On voit donc 
qu'en s'éloignant de cet axe on trouvera des couples toujours 
plus grands et croissant sans limite ; mais chacun d'eux, estimé 
suivant la direction constante de la résultante de translation, 
donne une projection égale au couple minimum g. 

Remarquons pourtant que, quand la résultante de transla- 
tion est nulle, les couples résultants sont les mêmes pour 
tous les lieux de l'espace, et que leurs axes sont tous paral- 
lèles. 

En écartant ce cas, les axes de divers couples résultants se 
classent autour de l'axe central en diverses surfaces d'hyper- 
boloïdes de révolution, dont cette ligne est l'axe, et qui peu- 
vent chacune occuper diverses positions en glissant le long de 
cet axe. 
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Pour tous les axes qui forment la surface d'un même hyper- 
boloïde, ou de tous les hyperboloïdes égaux que nous avons 
définis, les moments maxima ont la même valeur, et ils varient 
d'une série à une autre, suivant les lois que nous avons don- 
nées ci-dessus. 

Des conditions de V équilibre. 

Nous avons vu comment on peut, d'une infinité de ma- 
nières, remplacer par une force et un couple des forces en 
nombre quelconque, appliquées à un solide invariable. Cela 
posé, comme une force ne saurait, dans aucun cas, faire équi- 
libre à un couple, il est nécessaire, et aussi suffisant, pour 
l'équilibre, qu'en prenant pour origine un point quelconque 
et y transportant toutes les forces du système, la résultante R 
de toutes ces forces transportées soit nulle, et que le couple 
résultant G de tous les couples provenant de ces translations 
soit aussi nul. 

Or, les équations qui expriment que la résultante de trans- 
lation est nulle sont 

X=:=o, Y = o, Z=o. 

Pour le couple résultant, on a les équations analogues 

L=o, M = 0, N=:0, 

nécessaires et suffisantes pour que le couple résultant soit nul. 
Nous retombons ainsi sur nos six équations de l'équilibre, et 
nous les retrouvons sous la forme même qui nous a servi de 
point de départ. 

Réduction des forces à deux équivalentes. 

Plaçons-nous à une origine quelconque {fig, 28), trans- 
portons-y la résultante de translation R, et arrangeons-nous 
de manière que l'une des forces P du couple résultant G passe 
également par le point 0, ce qui est toujours possible d'une 
infinité de façons. Je puis composer les deux forces P et R en 
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une seule R,, et il nous restera simplement, outre cette force, 
la deuxième force du couple que jo désignerai par Rj. Donc : 

TuËaRËnE. ^ Un système quelconque de forces appliquées à 
un corps solide peut toujours se réduire à deux forces, dont 
l' une passe par un point pris à volonté dans le corps. 

Si la rêsultunLe de Lranstalion n'est pas dans le plan du 
couple, lus foi'ces R, et R, ne sont pas dans un même pian; 
car, pour obtenir R,, on compose la force P, située dans le 
plan OR,, avec une force R située dans un plan différent ('). 

La méthode qui consiste à réduire à deux équivalentes 
toutes les forces qui agissent sur un corps solide, au lieu de 
les remplacer par une force unique et un couple, a été très 
longtemps employée et l'est encore par un très grand nombre 
d'auteurs. Quant à nous, nous ferons plus volontiers usage de 
la réduction à une force et à un couple, parce que celle mé- 
thode a l'avantage, très grand h nos yeux, de mettre bien nct- 
temeiil en évidence la résultante de translation, force qui 
joue un très grand rôle dans la Dynamique, 

Il existe une infinité de manières de réduire des forces 
quelconques à deux équivalentes. Cette réduction est ana- 
logue au mode de représentation du mouvement le plus gé- 
néral d'un corps solide par la combinaison de deux rotations 
non situées dans un même plan; et les propriétés géomé- 
triques des deux systèmes sont identiques. 



Cas d 'ui 



isultante unique. -- Cherchons maintenant dans 



{') Il est facile de démontrei que la réduction 
pliia loin, c'est-à-dire de faire voir que deux foi 
mèriie plan n'ont pas de riïsultante unique. 

Supposons qu'il y ait une résultante et appliqauns au solide une force S 
égale cl opposée à cette réanltanle {fig. i'a). Le système des trois forces R,, 
R,, S est en équilibre, et nous savons que nous ne détruirons pas l'équi- 
libre en introduisant des liaisons dans le syslcmc. 

Or, nous pouvons, d'une infinité de manières, mener une droite AB qui 
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quels cas nous pourrons avoir une résultante unique. Pour 
que les forces du système puissent être remplacées par une 
force unique équivalente, il faut et il suffit qu'en nous plaçant 
à une origine quelconque la résultante de translation soit 
située dans le plan du couple résultant, ou parallèle à ce 
plan, ce qui est la même chose. 

Supposons, en effet, qu'il y ait une résultante unique ap- 
pliquée en un point {fig- 25). Cette résultante sera néces- 
sairement égale à la résultante de translation. Transportons- 
nous à un autre point 0'. Puisque nous admettons que toutes 
les forces du système peuvent être remplacées par la force 
unique R, il suffira de transporter cette force à la nouvelle 
origine, c'est-à-dire d'appliquer au point 0' deux forces oppo- 
sées égales et parallèles à R. Nous obtenons ainsi la résultante 
de translation transportée en 0', et un couple (R, Rj) que 
nous pouvons déplacer et transformer comme un couple ordi- 
naire. Mais de quelque manière que nous le changions, son 
plan restera toujours parallèle à la résultante de translation Rj. 
D'ailleurs, tout autre mode d'opérer la réduction à une force 
et à un couple en prenant 0' pour l'origine ne peut évidem- 
ment conduire à un résultat différent; donc cette réduction 
des forces du système, effectuée par rapport à une origine 
quelconque, donnera toujours un couple résultant dont le plan 
contiendra la résultante de translation (*). 

Cette condition nécessaire doit en même temps être consi- 
dérée comme suffisante : il faut toutefois excepter le cas où la 
résultante de translation serait nulle. Dans ce cas, en effet, 
tout se réduit à un simple couple qui ne saurait être remplacé 
par une force unique, à moins qu'on ne voulût considérer une 
force nulle située à l'infini, ce qui n'a plus aucun sens. 



(' ) Pour démontrer directement que, si la résultante de translation n'est 
pas dans le plan du couple, il ne peut y avoir de résultante unique, nous 
supposerons, en employant un artifice de raisonnement qui nous est déjà 
connu, l'équilibre établi au moyen d'une force S égale et contraire à la 
résultante unique {fig. 26). Puis, menant dans le plan du couple une 
droite AB qui rencontre les deux forces du couple et la force S, sans ren- 
contrer R, et considérant cette droite comme un axe fixe, nous mettrons 
nettement en évidence l'impossibilité de l'équilibre du système de forces 
que nous considérons. 



k; 
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Cherchons analytiquement les conditions nécessaires pour 
qu'il y ait une résultante unique. 

Prenons trois axes rectangulaires. Pour qu'il y ait une ré- 
sultante unique Pt appliquée en un certain point, dont les 
coordonnées soient j?i, Jj, ^,, il faut que les projections de 
cette résultante soient égales à X, Y, Z, et que ses moments 
autour des trois axes soient respectivement égaux à L, M, N. 
Donc on doit avoir, en appelant Xj, Yi, Z, les projections de 
la résultante, et se reportant aux formules de la page 82, 

X==:Xi, Y=:Yi, Z = Zi, 

(a) ) L= Zij, — YjXîi, 

M=:Xi^l— Z,^l, 

N=zY,^i-X,j,. 

On a ainsi six équations à six inconnues, mais on sait à 
Pavance qu'il n'est pas possible que ces équations nous don- 
nent des valeurs déterminées pour ^,, j,, z^. En effet, la ré- 
sultante, si elle existe, peut à volonté être supposée appliquée 
en un point quelconque de sa direction, de sorte qu'il y a au 
moins l 'une des trois coordonnées ^1 , ji , ^1 qui reste arbitraire. 
l.es équations (a) sont donc forcément absurdes ou indéter- 
minées, au moins quant aux trois inconnues ^j, /i, ^,. Il est 
facile d'éliminer à la fois les six inconnues. En effet, multi- 
plions la quatrième équation par la première, la cinquième 
par la deuxième, la sixième par la troisième, et ajoutons les 
résultats, nous aurons 

LXh MY + NZ=:^o, 

équation qui ne contient plus d'inconnue, et qui exprime la 
relation qui doit avoir lieu entre les résultantes partielles X, 
Y, Z et les trois moments partiels L, M, N, pour que les trois 
équations précédentes puissent subsister à la fois, et par 
conséquent pour que les forces du système aient une résul- 
tante. 
Si cette équation de condition a lieu, les valeurs des trois 

coordonnées a?i, ji, Zi se présenteront sous la forme - ? parce 
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que, la résultante pouvant être appliquée à tel point de sa di- 
rection qu*on voudra, il est impossible que le calcul détermine 
Tun de ces points plutôt que tout autre. 11 ne peut donc don- 
ner que leur lieu géométrique; et les trois dernières équa- 
tions, en remplaçant Xj, Yi, Z, respectivement par X, Y, Z, ne 
sont autre chose que les équations des trois projections de la 
résultante sur les plans coordonnés. 

On pourra alors avoir à volonté un point quelconque de 
cette résultante, en se donnant Tune des coordonnées de ce 
point et déterminant les deux autres au moyen de deux des 
équations de la résultante. 

11 y a cependant un cas dans lequel, bien que la condition 

LX-hMY-f-NZ=:=o 

soit remplie, le calcul ne donnera plus aucun résultat : c'est 
celui où les trois composantes X, Y, Z sont nulles en même 
temps, car on trouve dans cette hypothèse une résultante 
nulle, située tout entière à l'infini. C'est qu'en effet, dans ce 
cas, les forces du système seront réduites aux trois couples 
dont les moments sont représentés par L, M, N, couples qui 
ne peuvent jamais se réduire qu'à un autre couple. C'est ce 
que devait nous apprendre et ce que nous apprend en effet le 
calcul. 



§ XIV. — Équilibre d'un solide qui n'est pas absolument 

LIBRE. — Des machines. 

Lorsque des forces réagissent les unes sur les autres par 
l'intermédiaire d'un corps ou système rigide parfaitement 
libre, il est impossible qu'elles se fassent équilibre, à moins 
qu'elles ne remplissent les six conditions que nous avons 
établies. 

Au contraire, par le moyen des machines proprement dites, 
on peut mettre en équilibre des forces quelconques qui ne 
satisfont pas à toutes les conditions générales. Pour qu'un pa- 
reil résultat soit possible, il est nécessaire que les corps qui 
constituent les machines ne soient pas entièrement libres. 
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mais qu'ils soient gênés par des obstacles. Ces obstacles, en 
rendant impossibles certains mouvements virtuels, dispensent 
par là même les forces du système de vérifier les relations 
correspondantes à ces mouvements. 

En eflfet, on n'a point oublié que la condition nécessaire et 
suffisante pour l'équilibre des forces agissant sur un système 
donné, c'est que la somme des travaux virtuels de ces forces 
soit nulle, pour tout déplacement compatible avec les liaisons 
du système. 

On peut, dans la théorie de l'équilibre des machines, laquelle 
n'est autre chose que la théorie de l'équilibre des corps gênés 
par des obstacles, considérer les obstacles comme tenant lieu 
des forces égales et contraires à celles qu'ils détruisent actuel- 
lement; et si l'on conçoit qu'on ait ainsi substitué à la place de 
ces obstacles insurmontables des forces qui représentent leurs 
résistances actuelles, ce n'est plus entre les seules forces direc- 
tement appliquées qu'il y a équilibre, mais entre ces forces et 
les résistances. Les six équations de l'équilibre doivent alors 
avoir lieu entre ces deux groupes de forces, considérés simul- 
tanément. 

Des machines simples. — Nous réduirons les machines sim- 
ples à trois principales, qui se distinguent l'une de l'autre par 
la nature de l'obstacle qui gêne le mouvement du corps; ce 
sont : 

I® Le levier, 

2® Le tour ou treuil y 

3<* Le plan incliné. 

Dans la première machine, l'obstacle est un point fixe, au- 
tour duquel le corps a la liberté de tourner en tous sens. 

Dans la deuxième, l'obstacle est une droite fixe, autour de 
laquelle tous les points du corps n'ont que la liberté de tourner 
dans des plans parallèles. 

Dans la troisième, l'obstacle est un plan inébranlable contre 
lequel le corps s'appuie et sur lequel il a la liberté de glisser (* ). 



(« ) Comme on a d'abord considéré cette dernière machine par rapport aux 
corps pesants qu'on retient en équilibre sur des plans inclinés à l'horizon, 
on lui a donné et elle a gardé le nom de plan incliné. 
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ces deux forces, à la distance 00'; on a 

X4^Xi-HX,r=z0, 

Y -h Yi -+- Y, r^: O, 

Z +Zi -hZî =^-o; 

L =:0, 

M — aZ2 = o, 

N-+-aY, =:o. 

Parmi ces six équations, la quatrième ne contient pas 
d'inconnues; c'est l'équation d'équilibre que nous avons déjà 
établie directement. 

Quant à ce qui regarde les réactions, on tire aisément du 
système précédent les valeurs de Yj, Yi, Zj, Zi ; mais ce même 
système détermine seulement la somme Xj -h X2 des com- 
posantes longitudinales des actions des supports. 

Pour comprendre à quoi tient cette indétermination, 
remarquons que les points et 0', qu'on peut supposer 
réunis par une tige rigide, se prêtent un appui réciproque, 
de manière que chacun d'eux a toujours, ou par lui-même ou 
par le secours de l'autre, la résistance dont il a besoin pour 
l'équilibre, pourvu que la somme de ces résistances soit suf- 
fisante. On ne peut donc pas demander, et il est impossible 
que le calcul détermine des valeurs particulières pour deux 
résistances qui, passant en tout ou en partie de l'un à l'autre 
point, se confondent en une seule et même résistance. On 
comprend donc que nous ne puissions tirer de nos formules 
que la valeur de la somme ou de la résultante que nous devrons 
supposer appliquée au point de l'arbre où se trouve placé un 
obstacle destiné à s'opposer à tout déplacement dans le sens 
de la longueur de l'arbre (*). 

(*) Rappelons, avant de quitter ce sujet, que la détermination que nous 
venons de faire des pressions exercées sur des appuis par un corps qui n'a 
que la liberté de tourner autour d'un axe fixe suppose essentiellement que 
nous considérons le cas où ce corps est en équilibre. L'état de mouve- 
ment modifîe profondément les pressions dont nous venons d'écrire les 
valeurs statiques. Il se produit alors un grand nombre de phénomènes dont 
quelques-uns sont de la plus haute importance au point de vue des appli- 
cations pratiques. Nous aurons plus tard à nous étendre longuement sur 
cet ordre de questions. 
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Troisième cas. — Equilibre du plan incliné. 

Prenons le plan fixe pour plan des xy, 11 n*y a pas à se pré- 
occuper de la composante Z qui tend à faire sortir le corps du 
plan; mais il faut que Ton ait pour Téquilibre 

X=:0, Y=:0. 

Les couples L et M tendraient aussi à faire sortir le corps 
du plan; donc il faut simplement aux équations précédentes 

ajouter la condition 

Ni=o. 

11 y a en tout trois équations d'équilibre. Elles expriment 
que les forces données sont susceptibles d'être remplacées 
par une force unique (*), perpendiculaire au plan. 

Charges des points d^ appui, — Le corps repose sur le plan 
par un certain nombre de points. Voyons si nous pourrons 
déterminer les charges de ces divers points. 

Nous savons que quand un corps repose sur un plan sur 
lequel il a la liberté de se mouvoir, il se développe en chaque 
point de contact une réaction normale à la surface, c'est-à-dire 
parallèle à notre axe des z. Si donc nous appelons œt, yt les 
coordonnées de l'un quelconque des points d'appui, Z/ la 
réaction de ce point, les équations de l'équilibre seront 

X=:o, 
Y=.o, 



z + 2^^=^> 

L4-2Z/7,=:0, 
M — 2 liXi z=z o. 



N==o. 



( * ) Les équations X = o, Y = o, N = o entraînent effectivement la véri- 
fication de la condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une résul- 
tante unique, à savoir 

LX + MY -f- NZ = o. 
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Nous avons trois équations seulement pour déterminer Ite 
charges de tous les points d'appui, et il faut distinguer plasieun 
cas : 

I» S'il n'y a qu'un point d'appui, et par suite qu'une seule 
réaction Zi, on pourra l'éliminer entre les trois équations oi 
elle figure. On aura deux nouvelles équations de l'équilibre, 
et une autre relation pour déterminer Zf 

2'» S'il y a deux points d'appui, il y a une nouvelle équation 
d'équilibre, et les charges de ces points sont encore déte^ 
minées. 

3° S'il y a trois points d'appui, il n'y a plus de nouvelle équa- 
tion de l'équilibre, les trois équations étant nécessaires pour 
déterminer les trois réactions. 

4° Supposons enfin qu'il y ait un plus grand nombre de points 
d'appui. Dans ce cas, les charges de chacun de ces points 
sont indéterminées, puisqu'elles doivent seulement satisfaire 
aux trois équations 



M— ^Z,j?^ — o, 



■ f» 



de sorte qu'on pourra se donner les pressions de tous les 
points d'appui, hors trois, que les équations précédentes pe^ 
mettront de calculer. 

Nous trouvons, d'après les principes, établis ci-dessus, que 
les pressions sont indéterminées lorsqu'il y a plus de trois 
points d'appui; d'un autre côté, en considérant a priori m 
corps appuyé contre un plan par un nombre quelconque de 
points, et tenu en équilibre par une force normale à ce plan, 
il nous parait évident que chaque point de contact doit être 
actuellement pressé, et que, s'il est pressé, c'est avec une 
certaine force tout à fait déterminée, ce qui serait absurde au- 
trement; et de là il résulte une espèce de paradoxe asses 
difficile à expliquer. 

L'indétermination est réelle dans le cas idéal oh Ton con- 
sidère un corps parfaitement rigide et inflexible, reposant sur 
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un plan dont la résistance est pareillement indéfinie. Celte 
indétermination est du même ordre que celle qui règne sur le 
partage de la réaction longitudinale entre les deux tourillons 
d'un treuil. 

Les choses se passent tout différemment dans la nature. Les 
réactions des points d'appui ont des valeurs parfaitement dé- 
terminées; seulement ces valeurs sont déterminées par autre 
chose que les équations générales de Téquilil^re. Tous les 
corps sont plus ou moins flexibles et déformables ; et, lorsqu'ils 
sont pressés sur un plan, la distribution de la pression entre 
les points d'appui a lieu en vertu des trois équations générales 
fournies par la Statique rationnelle, et des conditions qui, dans 
chaque cas particulier, résultent des propriétés physiques 
spéciales du système que l'on étudie. 

Considérons une locomotive à six roues, conformément au 
type le plus répandu. 11 est très important de connaître les 
charges spéciales de chaque essieu, puisque nous savons que 
la puissance de la locomotive est en raison seulement de la 
fraction de son poids supportée par l'essieu moteur, et par 
les essieux, s'il y en a, dont les roues sont couplées avec les 
roues motrices. Or ces charges sont parfaitement détermi- 
nées, et on peut les mesurer en plaçant la locomotive sur un 
système de six petites bascules indépendantes, dont chacune 
supporte une roue et est maintenue en équilibre par un poids 
spécial. 

Ce qu'il y a de curieux, c'est qu'on est le maitre de modi- 
fier dans une certaine mesure les pressions individuelles qui 
s'exercent sur chacune des bascules; il suffit de serrer ou dcî 
desserrer l'un des écrous des ressorts de suspension. Les 
réactions pourront ainsi prendre divers systèmes de valeurs; 
mais : 

i* Ces valeurs, dans chaque cas, seront toujours parfaite- 
ment déterminées ; 

2* Les divers systèmes satisferont toujours aux éctuations 
générales de l'équilibre (* ). 



(<; Supposons la cooditico d'équilibre satisfaite, et toutes les forePSiJgiH- 
sant sur la locomotive réduites à la force verticale f* {Jig. m)). Kn vnrhi 
de la symétrie, on peut considérer toutes les forces comme «gissiinl diiim 

B. — II. 7 
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Des machines composées. 

Les machines les plus compliquées peuvent toutes èlre 
ramenées aus éléments simples que nous Tenons d'éUidier. 
En les décomposant en leurs éléments simples, on Iroinen 
dans tous les cas les conditions d'équilibre et les tensionsdes 
divers lieux. 

Quand on voudra seulement la condition d^équilibre, Il 
méthode la plus simple et la plus directe est fondée sv 
Tappllcation du théorème du travail virtuel, ainsi que boq 
Tavons dit. 

Nous réservons l'étude des machines les plus usoetlespotf 
la deuxième Section de ce volume, afin dlntrodcnretootie 
suite dans la théorie le calcul des résistances passives^ doit 
nous n'avons pas encore donné la définition. 



le plan médiaa de la machiae, et cela posé oa a, entre h lésvHulePcl 

les Lrois réactions, les deux éqaations 

Z, -i- Z, -^ Z — P = o, 

aZ, — wZ. — Pp :=o, 

(*ii prenant les moments par rapport à i'essiea miédian O. 

Oans les machines à balancier, la constitation du système est tdfe ^ 
la répartition des pressions, au lieu d'être livrée an gré du méeanickii* 
lait suivant des règles imposées au constmctenr. 

La machine repose sur ses trois essieux par rinterB&édiùre de W^ 
balanciers dont les bras sont inégaux, r,, r^, r, étant les rapports icspcctife 
lien bvAA, 

Soit ^ Tetrort qui s'exerce en a; on a en a', et par suite en Cy r,^; coc' 
r\ en by r^r^\\ enfin en b\ r^r^r^\. Puis 

NoH é/{ij;«tion.'4 déterminent \ et font connaître une relation i laqadkks 
r^ipportA r,, r,, r^ doivent satisfaire; deux de ces rapports soat encore à 
Aoirr: dii^ponition ; et par exemple, s'il s'agit d'uLe machine i trois eMU 
roiiplô^^ on pourra faire en r^orte que les charges des trois essieux saictt 
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CHAPITRE V. 

APPUGATIONS DE LA STATIQUE. 



§ XV. — Équilibre des corps pesants. 

En exposant la Statique générale, nous avons fait abstrac- 
tion de la pesanteur, ou plutôt nous avons regardé le poids 
de chaque élément matériel comme une force directement 
appliquée à cet élément, et devant, au même titre que toutes 
les autres forces extérieures, figurer par ses projections et 
ses moments dans les équations générales de l'équilibre. 

Dans les applications, il y a lieu de distinguer de toutes les 
autres cette force particulière qui joue un grand rôle dans 
l^ouies les machines, puisque son action s'exerce nécessaire- 
ïïient sur toutes les pièces mobiles que Ton peut avoir à con- 
sidérer. 

Ce paragraphe est consacré à l'étude spéciale de la pesan- 
teur. 

Définition de la pesanteur ou gras^ité. 

Les corps abandonnés librement à eux-mêmes dans le voi- 
sinage de la surface de la Terre ne restent pas en repos, 
comme le voudrait la loi de l'inertie s'ils n'étaient soumis à 
aucune action. Ils tombent, c'est-à-dire qu'ils se mettent en 
mouvement dans une certaine direction. Nous en concluons 
:ju'il existe une force agissant sur eux dans cette direction, 
^ette force a reçu le nom de pesanteur ou granté. Sa direc- 
ion s'appelle la verticale. 
Nous n'avons pas à nous occuper pour le moment des 
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causes assL'z compliquées qui produisent la pesanteur; iw\ 
ce que nous pouvons faire, c'est d'en étudier expériinenUle- 
menl les effets, en commençant par faire une étude grossière 
du phénomène dans ce qu'il a de plus apparent, afin (l'en 
a^oir une première idée, et de reconnaître quels sont les 
points qui mériLeronl plus lard des recherches plus approfon- 
dies, quand nous tiendions à nous rendre compte des nuaucet 
les plus délicates du phénomèue. 

L'étude des lois de la pesanteur a été faite pour la première 
fois par Galilée. On peut regarder comme un fait d'observa- 
tion que, dans un môme lieu, l'accélêralion imprimée par la 
pesanteur à un corps est constante, quel que soil le cor|H 
soumis à l'expérience, pourvu qu'on ait bien soin de sous- 
traire ce corps, autant que possible, à l'action de toutes le» 
autres forces qui pourraient masquerou contrarier l'effet qaA 
l'on étudie; nous avons désigné cette accélération par ^, ila 
sorte que le poids d'un corps, c'est-à-dire l'action de la pesiii- 
teur sur ce corps en particulier, est liée à la niasse de ce coTf* 
par la formule 



Si donc nous considérons un corps solide de dimensions 
finies, quoique assez petites relativement à celles du globe 
terrestre, l'effel de la pesanteur sera d'attacher, pour ainsi 
dire, à chacun des points matériels qui constituent ce corps, 
une force proportionnelle à la masse de ce point. Ces forc*s 
pourront être regardées comme étant toutes parallèles elde 
même sens; elles ont donc une résultante unique, c'esl-à-dirt 
qu'il existera dans chaque position du corps solide une cer- 
taine force qui, convenablement appliquée, s'opposei'sil ' 
tout mouvement qui tendrait à se produire en vertu de l'ac- 
tion de la pesanteur seule sur ce corps. 

Nous avons dit qu'une résultante, force essentiellement fic- 
tive, n'avait pas, en général, de point d'application détermiaè- 
On peut à volonté la supposer appliquée en un point quel- 
conque du corps solide, situé sur sa propre direction. Cepen- 
dant, dans le cas oii l'on ne considère que des forces parallèlu 
et de même sens, il y a sur la direction de leur rcsultiiaieiU 
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^ point remarquable, connu sous le nom de centre des forces 
_ parallèles, qui se distingue des autres points d'application 
. fictifs par des propriétés particulières. C'est ce point qu'on a 
._ l'habitude de considérer comme le point d'application de la 
- résultante des forces parallèles ; chose qui, d'ailleurs, ne pré- 
sente pas d'inconvénient, puisqu'on doit toujours sous-en- 
lendre qu'une force quelconque, appliquée en un point d'un 
corps solide en équilibre, peut être transportée où l'on voudra 
sur sa direction, sans que l'équilibre soit rompu. Voici la dé- 
Gnition et les propriétés du point dont nous parlons. 



Centre des forces parallèles. 

Pour composer un système quelconque de forces paral- 
lèles F, F', F", F'^ {fig. 3o), appliquées aux divers points A, 
B, C, D, . . . d'un corps solide, on peut procéder de la manière 
suivante. 

Composons d'abord les forces F et F'; elles ont une résul- 
tante Rj, qui leur est parallèle, égale à leur somme, et dont la 
direction passe par un point Oi de AB, tel qu'on ait 

AOi _ F 
BOi "" F ' 

Supposons cette résultante Ri appliquée en Oi, et compo- 
sons-la avec la force F'', nous aurons la résultante Rj des trois 
forces F, F', F''. En composant Rj avec F'^, nous aurons la ré- 
sultante des quatre forces F, F', F'', F'^, 

Les positions des points Oj, 0„ . . ., qu'on peut considérer 
comme les points d'application des résultantes partielles R,, 
R2, . . . , et par suite celle du point d'application de la résul- 
tante définitive R, ne dépendent en aucune manière de la 
direction des forces ; la connaissance des points A, B, C, . . . , 
auxquels les forces F, F', F'', . . . sont appliquées, et des rap- 
ports de grandeur de ces forces, suffit pour déterminer les 
points Oi, O2, . . ., 0. On en conclut que si l'on changeait la 
direction des forces données, en les laissant toujours paral- 
lèles à elles-mêmes et leur conservant leurs grandeurs respec- 
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tivcs ainsi que leurs points d'applîcatioa A, B, C, D, ...,k 
point d'application de la résultante ne changerait pas. Ce 
point 0, par lequel passe constamment la direction de h 
résultante d'un système de forces parallèles, de quelque ma- 
nière qu'on incline les composantes par rapport à leur diree- 
tion primitive, se nomme le centre du système des fwra 
parallèles, 

Hîen n'est plus facile que de trouver les coordonnées de ee 
point. Prenons un système quelconque d'axés rectangulaires. 
Soient Xf jr, s les coordonnées du point d'application de l'une 
des forces F du système dont la direction est arbitraire. 
Soient de même œ^^ y^y ^i l^s coordonnées du point d'appli-, 
cation de la résultante R de ces forces. 

On a d'abord 



r-2f. 



Donnons aux forces une direction parallèle à l'axe des s, et 
exprimons que le moment de la résultante, par rapport à l'axe 
des y y est égal à la somme des moments des composantes. Le 
moment de la résultante est R^i; le moment de la force F 
est F^; donc on a 

(i*où Ton tire 



2" 






et, par analogie, 



7i = 



-Si^ 



2^ 

2"' 
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Centre de gravité. 

Dans le cas où les forces parallèles appliquées au solide 
invariable sont les actions de la pesanteur sur les différents 
points matériels qui le composent, le centre des forces paral- 
lèles prend le nom de centre de gravité. Nous ne pouvons pas, 
il est vrai, changer à volonté la direction de la pesanteur 
comme nous avons supposé qu'on le faisait pour arriver à la 
notion du centre des forces parallèles; mais nous pouvons 
faire quelque chose d'équivalent, en changeant la position 
du corps, ou en le tournant successivement de différentes 
manières. 

Désignons par p le poids d'une molécule quelconque du 
solide; par^, j, z les coordonnées de cette molécule; par^i, 
^1, ^1 les coordonnées du centre de gravité; enfin par P le 
poids total du solide; nous aurons, pour déterminer^,, ji, ^,, 
les relations 

^p^ ^py ^P^ 



jr«z= 



i> ' '- r 



Notre définition du centre de gravité est très vicieuse, car 
elle semble subordonner l'existence de ce point à celle d'une 
résultante des actions de la pesanteur, actions qui ne sont pa- 
rallèles et proportionnelles aux masses que quand le corps 
est très petit. En outre, s'il s'agit d'un corps liquide, mou, dé- 
formable en un mot, ou même d'un ensemble de corps indé- 
pendants l'un de l'autre, comme le sont, par exemple, la Terre 
et la Lune, la résultante des actions de la pesanteur n'a plus 
aucun sens; et il n'y a plus de centre de gravité, si l'on donne 
à ce mot la signification qui résuite de notre définition. 

Il est indispensable, au point de vue des applications à la 
Dynamique, où le centre de gravité (ou, comme ditEuler, le 
centre d'inertie) joue un si grand rôle, de donner une défini- 
lion plus nette de ce point. Or, si nous représentons par m la 
masse de la molécule dont le poids est p, par M la masse totale 
du corps, nous pourrons, si le corps est petit, c'est-à-dire si le 
centre de gravité, défini comme nous l'avons fait, existe, rem- 
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placer p par mg^ et P par M^; en supprimant alors le fac^ 
leur g commun aux deux termes de chacune des fractions 
précédentes, nous arriverons aux formules 

Nous observerons que ces dernières formules ne ren- 
ferment plus de traces de l'action de la pesanteur, que noas 
avions considérée pour arriver à la notion du centre de gra- 
vité. Donc, le point défini par ces nouvelles formules existera 
toujours ; c'est lui que nous appellerons centre de gravité d'un 
système solide invariable quelconque. Ce ne sera le point 
d'application de la résultante des actions de la pesanteur que 
si le corps est suffisamment pelit. 

En même temps, cetle définition s'étend sans difficulté au 
cas d'un système variable quelconque ou d'un ensemble de 
masses situées comme on voudra dans l'espace. 

Nous ne donnerons dans cet Ouvrage aucun détail sur la re- 
cherche des centres de gravité. Cette question est tout à fait 
du domaine de TAnalyse. 

Travail de la pesanteur. 

Supposons qu'un système matériel pesant quelconque soit 
en mouvement; la considération du centre de gravité fournit 
une expression simple du travail dû à l'action de la pesanteur 
sur les diverses parties de ce système. 

Soient/? le poids d'une molécule quelconque, z la distance 
de cette molécule à un plan horizontal supérieur, au commen- 
cement du temps pendant lequel on veut évaluer le travail. 
Soient de même P le poids total du système et z^ la distance 
du centre de gravité au même plan horizontal. 

(*) On énonce ordinairement ces équations en disant que la dislcuieedu 
centre de gras^ité d'un système quelconque de corps^ à un plan, eitégaU 
à la somme des moments des masses, par rapport au plan, divisée pot 
la somme de toutes les masses, en entendant par le moment d'une meuse 
le produit de cette masse par la distance de son centre de graTité an pItB 
que Ton considère. 
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Le travail de la pesanteur sur la molécule que nous consi- 
flérons e^ipdz^ soit, pour tout le corps, 

^pdz. 
Or on a trouvé 

^pz = Pzi, 
croù, en différentiant, 

Donc, le travail de la pesanteur sur le système est égal au 
travail que développerait une force égale au poids total P du 
système, appliquée à son centre de gravité. 

De là nous pouvons déduire un théorème important. 

Loi générale de l'équilibre des corps pesants. 

Supposons un système matériel, formé de corps pesants 
liés Tun à Tautre d*une manière quelconque, soumis à la 
seule action de la pesanteur, et reposant sur des appuis fixes 
quelconques. 

D'après le théorème du travail virtuel, pour qu'un pareil 
système soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des 
travaux virtuels des forces extérieures, en ne tenant compte 
ni des liaisons, ni des .appuis fixes, soit nulle pour tout dépla- 
cement compatible avec les liaisons du système. Or, dans le 
cas que nous considérons, le travail des forces extérieures 
se réduit au travail de la pesanteur; donc, il faut pour Téqui- 

libre que Ton ait 

Pa^, — o, 

P désignant le poids total du système, àz^ le déplacement du 
centre de gravité suivant la verticale. Donc on doit avoir 

â^i z= o, 

et Ton peut énoncer le remarquable théorème que voici : 

Théorè^ie. — Pour qu'un système pesant quelconque soit en 
équilibre, il faut et il sujfit que pour tout mouvement compa- 
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tible avec les liaisons, le centre de gravité reste dans un même 
plan horizontal (*). 

On peut satisfaire de trois manières à cette condition. En 
général, il résulte des liaisons existant dans le système que 
le centre de gravité ne peut se mouvoir que sur une certaine 
courbe ou une certaine surface. 11 y aura équilibre, si le 
centre de gravité se trouve au point le plus haut, ou au point 
le plus bas de la courbe ou de la surface qu'il peut parcourir, 
ou s'il est assujetti à rester toujours dans un même plan 
horizontal. 

Nous aurons à revenir plus tard sur ces trois cas d'équilibre 
essentiellement différents. Dans le premier cas, on dit que 
l'équilibre est instable, parce que le système, écarté de sa 
position d'équilibre, tendrait à s'en écarter davantage pour 
tendre vers une autre position; dans le second cas, l'équi- 
libre est dit stable, parce que le système, écarté un peu de sa 
position d'équilibre, tend à y revenir. Enfin, lorsque le centre 
de gravité se meut sur un plan horizontal, le système est en 
équilibre dans toutes ses positions. On dit à cause de cela que 
l'équilibre est indifférent. L'équilibre est encore indiflférenl 
quand le centre de gravité reste absolument fixe dans toutes 
les positions du système. 

Ponts-levis à Jlèclies, — On trouve une application de ce qui 
précède dans la construction des ponts -levis à flèches {fig- 3i). 
Le tablier AB du pont est mobile autour d'un axe horizontal A; 
deux chaînes BC partent des deux côtés du tablier, et vonl 
s'attacher aux extrémités de deux flèches CQ, formant un cadre 
mobile autour d'un axe horizontal E; un contrepoids Q, 
supporté par les deux flèches, sert à équilibrer le poids du 
tablier. On prend la distance EC = AB, et l'on donne aux deux 
chaînes BC une longueur égale à AE, de sorte que la figure 
ABCE est un parallélogramme dans toutes les positions que 

(' ) Ce théorème important, conséquence directe du théorème du travail 
virtuel, ne doit être considéré comme rigoureusement démontré que dans 
les cas particuliers où nous avons démontré ce théorème fondamental, 
c'est-à-dire quand les liaisons se réduisent aux genres tout spéciaux que 
nous avons considérés. Le cas général est en dehors du plan de ce Cours. 
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Ton peut donner au système, en faisant tourner les flèches 
autour de l*axe E et le tablier autour de Taxe A, sans que les 
chaînes BC cessent d'être tendues. Il en résulte que, dans un 
pareil mouvement, Tangle dont le tablier tourne autour de 
l'axe A est toujours égal à l'angle dont les flèches tournent 
en même temps autour de l'axe E. Soient G le centre de gravité 
du tablier. G' celui des flèches et du contrepoids. Le poids Q 
est choisi de manière que EG' soit parallèle à AG. Il est aisé 
de voir que l'on peut s'arranger de manière que le centre de 
gravité de tout le système se trouve toujours en un point 
situé sur la droite AE. 

Le pont-levis ainsi constilué est en équilibre dans toutes 
les positions qu'on peut lui donner. 

Ponts-levis à sinusoïdes, — Au lieu d'accrocher les chaînes 
qui supportent le tablier d'un pont-levis à des flèches munies 
d'un contrepoids, on peut faire passer des chaînes sur des 
poulies placées au-dessus du tablier, et suspendre à leurs ex- 
trémités des contrepoids destinés à équilibrer le poids du 
tablier {fig> 32). On peut, en outre, obliger ce contrepoids à 
glisser le long de courbes fixes, afin que la tension de chaque 
chaîne varie suivant que le tablier du pont est plus ou moins 
relevé. Si l'on détermine ces courbes fixes de telle manière que 
le centre de gravité du tablier, des chaînes et des contrepoids 
reste toujours sur un même plan horizontal, le pont-levis sera 
en équilibre indifi'érent dans toutes les positions qu'on voudra 
lui faire prendre. 

Nous avons négligé le frottement; il est d'ailleurs évident 
que si un pont-levis est disposé de manière à être en équi- 
libre indifférent dans toutes les positions qu'on peut lui don- 
ner, en supposant qu'il ne se développe de frottement dans 
aucune de ses parties, il restera à plus forte raison en équi- 
libre dans chacune de ces positions, lorsque les frottements 
exercent leur action. 

§ XVI. — Des cordes et du polygone funiculaire. 

Des cordes, — Au point de vue de la Mécanique rationnelle, 
les cordes, fils ou cordons doivent être considérés comme in- 
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déRnimcnt résislanls et ll(;xil}les, absolument tnexleasilileî. 
«afin comme dénués <le pesanteur. (Je ne dis pas dénués de 
m»she, car la masse n'a lieii à faire dans les queslions de Sta- 
tique proprement dite.) 

Tension d'un cordon. ~ Considérons (/ig. 3ô)une portion 
recliligne de cordon, de longueur linie ou inrinîmenl petite, 
en équilibre sous l'action de deux forces qui tirent ses deiu 
cstrémitës. La condition nécessaire et suffisante pour l'équi- 
libre est que les deux forces soient égales, contraires, direc- 
tement opposées, et qu'elles tendent à allonger le cordon. De 
là les remarques suivantes : 

i" Les forces extérieures satisfont d'elles-mêmes aux con- 
ditions générales de l'équilibre, absolument comme si elles 
étaient appliquées à un corps solide. 

^j" La llexibilité du système impose une deuxième condi- 
tion, c'est que le cordon soit tendu en ligne droite dans 1> 
direction commune des deux forces. On dit alors que les forces 
se font équilibre par l'intermédiaire de la tension du cordon. 

3" Enfin, pratiquement, il y a une dernière condition tout 
iiussi indispensable que les précédentes, c'est que le cordon 
soit assez solide pour résister à l'effort qui tend à te rompre. 

Imaginons le cordon coupé quelque part eu C; la portion AC 
est en équilibre sous l'inlluence de la force P et de l'action 
de l'autre partie BG du cordon. Il faut donc que cette par- 
lie BC tienne lieu d'une force égale et directement opposée 
à P. Celte force est ce que l'on appelle la tension du cordon. 
Ici cette tension est constante dans toute l'étendue AB. 

En général, on appelle' tension d'une corde en un point 1^ 
la force qu'il faudrait appliquer en ce point pour maintenir 
l'une des portions de la corde en équilibre, l'autre portion 
étant censée supprimée. En vertu du principe de Newton, la 
réaction do AC sur BC est égale et contraire à l'action deBC 
sur AC. On confond donc, sous le nom de tension du cor- 
don AB au point C, deux forces égales et contraires, qui se 
détruisent immédiatement au point C, dans l'équilibi-e de 
l'ensemble, mais qu'il devient nécessaire de considérer iso- 
lément, quand on étudie l'équilibre des deux portions sépl- 
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On peut mesurer la tension d'une corde en la coupant eifec- 
livement en un point et interposant un dynamomètre entre 
les deux parties. 

Équilibre d'un nœud réunissant plusieurs cordons, 

Considérons maintenant un nœud réunissant trois cordons 
{fig. 36). 

11 faut, pour réquilibre de chaque cordon AD, qu'il y ait 
une force F dirigée dans le sens de la direction du cordon. 
Cette force fait connaître la tension de ce cordon, et il faut 
pour l'équilibre, conformément à ce que nous venons de voir, 
que les actions des deux autres cordons au point A aient une 
résultante égale et opposée à la force F. 

Les forces F, F,, Fj, c'est-à-dire les tensions t, t^, t^, trans- 
portées au point A, doivent donc se faire équilibre. Ainsi, la 
tension t^ doit être dirigée dans le plan F, Fi suivant le pro- 
longement de la diagonale du parallélogramme construit sur 
les tensions ^, ^j, et représentée par la longueur de cette dia- 
gonale. Le triangle A6£ nous donne 



t — t 



ti — t^ 



sin BAE 

'sinBEA' 

sinABE 
sinBEA^ 



les tensions ^et ti sont d'autant plus grandes que sin BEA est 
plus petit. Elles deviennent toutes deux infinies pour BEA = o, 
ouDAEI=I8o^ 

Quelque petite que soit une force t^ s'exerçant obliquement 
sur un cordon CD, il est donc impossible de tendre ce cordon 
en ligne droite. 

Supposons maintenant {/Ig. 87) que nous ayons un cordon 
unique, et au point A un anneau dans lequel ce cordon puisse 
librement glisser; le cordon est tiré des deux côtés par des 
forces Fi, Fa; Tanneau lui-même est soumis à l'action d'une 
force F. Cherchons les conditions d'équilibre. Fixons deux 
points quelconques C, D du cordon, l'un à gauche de l'anneau, 
l'autre à droite. Dans son mouvement virtuel, le point A, 
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d'après les liaisons inirodailes, ne peut que décrire une 
ellipse dont les points G el D seront les foyers. H faut donc, 
pour réquilibre, que la force qui agit sur Panneau soit nor- 
male à cette ellipse, c'est-à-dire bissectrice de l'angle CAD. 
En appliquant les formules posées précédemment à ce cas 
particulier, on trouve 

Fsin- p 

Fi = F2 = 



sina 2 cosi a 



a étant l'angle CAD, et F la force exercée sur l'anneau. 

Nous concluons de là que, si l'anneau est remplacé par un 
point fixe, la tension du cordon est la même de part et d'autre 
du point ou de l'anneau fixe, et la réaction de ce point flxe 
partage en deux parties égales l'angle des deux cordons. 

Polygone funiculaire. — Considérons maintenant le cas 
général de l'équilibre d'un cordon soumis à l'action d'un nom- 
bre quelconque de forces {fig* 38). 

D'après ce que nous avons vu, le cordon prendra la forme 
d'un polygone dont les sommets seront les points d'applica- 
tion de ces forces. C'est ce qu'on appelle le polygone funicu- 
laire. 

Soient Ai, Ag, A3, . . . les sommets du polygone funiculaire; 
Fi, F2, F3, ... les forces «appliquées à ces différents points. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut évidemment qu'il y ait une 
certaine force Fo appliquée dans la direction du premier côté 
du polygone (ou un point fixe remplaçant cette force); la ten- 
sion To de ce premier côté est égale à la force F. Pour qu'il y 
ait équilibre au point A,, il faut que la tension Ti du second 
côté soit égale et directement opposée à la diagonale du paral- 
lélogramme construit sur la force Fi et sur la tension To appli- 
quée en Al. De même, pour que le point Aj soit en équilibre, 
il faut que la tension T, du côté A2 A3 soit égale et opposée à 
la diagonale du parallélogramme construit sur la force Ft et 
sur la tension Tj appliquée en Aj. £nfin, pour que le dernier 
sommet soit en équilibre, il faut qu'il y ait, appliquée au pro- 
longement du cordon, une force égale et opposée à la diago- 
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nale du parallélogramme conslruil sur la forue ['„ cl la Lensioii 
T„_, appliquée au poinl A„. 

Polygone de Varignon {fig. Sg). — Toutes ces condilions 
U'équilihre du polygone funiculaire peuvent s'exprimer sim- 
plement par une conslruclion géométrique élégante due à 
VarigDon. 

Par un point U quelcoii(|ue de l'espace, menons une ligne 
OBg égale et parallèle à F„ ou à T,, par ic poini lig une ligne 
B^B, égale eL parallèle à F,. La ligue B,0 représente la len- 
sion T,. Si par le point B, je mène B, B, égale et parallèle à 
Fi, en joignant OBi j'aurai la tension T,. En continuant ainsi, 
j'arriverai à une ligne B„„îB„„i égale et parallèle à F„_i; 
0B„_, sera égale li T„_| ou à F„. En opérant ainsi, nous 
n'avons l'ait que construire le polygone des Torces Fg, F,, F„. 
Il faut donc, pour l'équilibre, que ce polygone soil fermé. On 
vérifie ainsi la loi en vertu de laquelle les équations de l'équi- 
libre doivent exister entre les forces estérieures seules, quelle 
que soit ia constitution du système soumis k leur action. 
Telle est la première condition de l'équilibre du polygone fu- 
niculaire. Si celte condition n'est pas remplie, il sera impos- 
sible (le trouver une forme convenable. 

Deuj-ième condition, — En ayant égard aux propriétés des 
cordons tendus, il faut, pour l'équilibre, que les directions des 
côtés du polygone soient parallèles respectivement aux droites 

0B„ OB,, OH , partant du point dans le polygone de 

Varignon. 

Troisième condition.— Enfin, il faut que cliaque côté puisse 
résister à la tension qu'il supporte, lension qui est encore 
donnée par le polygone de Varignon. 

Ces trois genres de conditions, également nécessaires pour 
l'équilibre, se retrouveront dans loutes les questions de Sta- 
tique appliquée. 

Si nous remplaçons les forces F,, 1'%, . . . par des anneaux, 
la tension devra être la même dans toute l'étendue du cordon, 
et les forces exercées par les anneaux devront bissecter l'angle 
(les deux côtés du polygone, adjacents au sommet où chacune 



112 PREMIÈRE SECTION. — STATIQUE. 

d'elles est appliquée. Ces forces sont données par les formules 

Rzzz'xTcos - a, 

2 

T élanl la tension constante, a Tangle de deux côtés adjacents 
du polygone. 

Considérons {fig. 4o) trois sommets consécutifs A, B, C, 
tels que l'on ait AB = BC. Par ces trois points faisons passer 
une circonférence, et menons le diamètre BD. Nous aurons 



cos J a 



Donc, si nous avons un polygone funiculaire appuyé sur des 
points fixes et tels que les cordons soient égaux, la réaction 
en chaque point pourra être représentée par Tinverse du dia- 
mètre BD du cercle passant par ce point et les deux sommets 
adjacents. 

Nous concluons de là que, si le polygone est tendu sur une 
courbe, la réaction peut être représentée en chaque point par 
l'inverse du rayon du cercle osculateur de la courbe, c'est- 
à-dire par la courbure. Si le cordon, au lieu d'être tendu sur 
une courbe, est tendu sur une surface, c'est-à-dire tiré par ses 
extrémités, la partie intermédiaire s'appuyant sur une sur- 
face fixe, nous aurons encore la condition que la tension du 
cordon soit la même dans toute son étendue, et par consé- 
quent que les deux forces extérieures appliquées à ses extré- 
mités soient égales et contraires. De plus, considérons deux 
éléments consécutifs du cordon; ils devront être en équilibre 
sous l'influence de leur tension et de la réaction de la sur- 
face. Or pour que trois forces soient en équilibre, il faut en 
premier lieu qu'elles soient dans un même plan. Donc, le plan 
des deux côtés consécutifs du cordon, ou le plan osculateur de 
la courbe, doit être normal à la surface. Donc, enfin, le cor- 
don doit s'appuyer sur la surface par une ligne dont le plan 
osculateur soit constamment normal à la surface. On sait que 
celte propriété définit la ligne la plus courte qu'il soit possible 
de tracer sur la surface entre deux quelconques de ses points; 
c'est la ligne géodésique, et la réaction de la surface est eu 
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inverse du rayon de courbure tie celle ligne en clia([ne 

^ La tliëorie qui précèdo s'applique à la poulie tlxe, à la poulie 
mobile, aux diverses combinaisons rie poulies mobiles dites 

s ou palans, elc. 



n poiygf). 



charité de poids. 



pdions spécialement le cas où les forces appliquées aux 

s sommets sont parallèles et verticales (à l'exception des 
6 extrêmes qui sont toujours dirigées suivant les prolon- 
fentsdu premier et du dernier côté du polygone), de façon 
se considérer ces forces comme autant de poids 
lindus au cordon. Supposons qu'il y ait un côté inférieur 

[ontal, et prenons le milieu de ce côté pour origine d'un 

lorizontal et d'un axe vertical (Jîg- 4i). 

ient Q la tension du côté liorizonlal; ;,, t^, . . . , i!„ les ten- 
fc-des côtés successifs du polygone; /ii,/>,, . . .,jd„ les poids 
eadus aux divers sommets. Il faut, pour l'équilibre du 
ue la riisultante des tensions Q el f, soit égale et 
bée à la force verticale /*,; de môme, la résultante de (, 
fdoit être égale et opposée à t^, et ainsi de suite. Enfin, si 

signe le dernier sommet, il faut qu'on exerce en ce point, 

\ manière ou d'une autre, une force égale à („_i, el diri- 

ïlivanL le prolongement du dernier côté. 

^struction du polygone de Varignon, — So\lOBi{Jîg.^i) 
ligne horizontale égale à Q. Menons par le point B, une 
:ale sur laquelle nous porterons des longueurs B,B], 

ËB,, . . . respectivement égales aux charges p„ p., Les 

points B|, Bi, B„ . . . représentent les sommets du polygoue 
de Varignon, et les droites OB,, Oiî„ OBa, . . . font connaître 
à la fois les directions des côtés du polygone funiculaire, et 
les grandeurs des tensions de ces côtés. On voit immédiatement 
sur la figure que les composantes horizontales de toutes les 
tensions sont égales à Q, et que, si Pi représente la compo- 
sante verticale de la tension du côté qui commence au som- 
Jiaet A(. on a 

- H, 8 
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On a donc les propriétés suivantes : 

i^ La composante horizontale de la tension d^un cdté quel- 
conque est constante y et égale à la tension du côté horizontal. 

2° La composante verticale de la même tension est la somme 
des poids suspendus depuis le point le plus bas du demi-poly- 
gone y jusqu'au sommet où commence le côté considéré, 

3" La tension croit à mesure que Von s'éloigne du côté hori- 
zontaly proportionnellement à la sécante de l'inclinaison du 
côté à l'horizon. 

Des ponts suspendus. 

La théorie des ponts suspendus est une conséquence im- 
médiate des considérations qui précèdent. Le tablier d'un pont 
suspendu est en effet supporté par un certain nombre de tiges 
ou de chaînes verticales à un câble en fil de fer dont les extré- 
mités sont fixes. 

Ce qui caractérise ces ponts, c'est que la figure du polygone 
de suspension n'a aucune relation avec la forme du tablier, 
lequel peut être rigide ou non rigide, et qui présente généra- 
lement un profil à peu près horizontal ou légèrement convexe 
vers le haut. 

Dansle calcul des ponts suspendus, on néglige généralement, 
au moins dans une première approximation, le poids du câble 
ainsi que celui des tiges de suspension, pour ne s'occuper 
que du poids supporté par ces tiges. Ce dernier poids se com- 
pose du poids du tablier proprement dit, plus d'une surcharge 
représentant le poids qui peut charger le pont, dans les cir- 
constances les plus défavorables. D'après les règlements fran- 
çais, cette surcharge doit être calculée à raison de 2oo''8par 
mètre carré de surface. 

Pour faire l'épure d'un pont suspendu, on comnience par 
faire le projet du tablier, sans se préoccuper du polygone qui 
doit le supporter. Le tablier proprement dit repose sur des 
longrines, qui sont elles-mêmes soutenues par des poutrelles 
transversales ai, Oj, . . . {fig* 43, 45 et 46), auxquelles sont 
directement appliquées les tiges de suspension. On suppose, 
dans le calcul des conditions d'équilibre, que le tablier soit 
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oupé à chaque demi-intervalle entre deux poutrelles; Téqui- 
ibre subsistera a/or^/or/ quand on rétablira la solidarité entre 
es parties directement supportées par chaque tige. On calcule 
'écartement des tiges, connaissant le poids du tablier et de 
a surcharge, ainsi que le poids qu'on peut faire sans inconvé- 
îient supporter à chaque tige. 

Rien de plus facile maintenant que de déterminer la direc- 
tion d'un côté quelconque. Si Tonveut, par exemple, celle du 
zàié A3 A4, on prendra sur une horizontale quelconque, par 
3xemple sur le prolongement du côté horizontal du polygone, 
une longueur DE •=^ Q, et sur la verticale du point A3 une lon- 
gueur DF représentantla somme des poids/?i,/?8,/?,des parties 
du tablier suspendues aux points Ai, Aj, A3; en joignant les 
poinIsE et F, nous avons la direction du côté A, A4. Nous ob- 
tiendrons de même la direction de chaque côté, et par suite, 
connaissant le point A,, nous pourrons construire le polygone. 
Cette épure donne à la fois les tensions des côtés, leurs 
longueurs respectives, l'inclinaison de chacun d'eux, et l'or- 
donnée du sommet correspondant du polygone, et par suite 
la longueur du polygone et celle de chacune des tiges de sus- 
pension. 
Estimons par le calcul les éléments qui sont utiles. 

I** Calcul des ordonnées, — Les données sont les projections 
horizontales des côtés. Soient A, la projection horizontale 
d'un côté, Vi sa projection verticale et P^la composante verti- 
cale de la tension de ce côté; on a évidemment, d'après la 
construction précédente, 

Or, l'ordonnée d'un sommet quelconque A^ est égale à hi 
somnie d^ projections des côtés qui précèdent ce sommet; 
donc, si V/ désigne cette ordonnée, on aura 

Yi — Ti -H (>^ -H ... -H Vi-i 
)U 

V,=r i (P,/*, H- P,/f, +...-!- P/_,/^-,); 
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Tabscisse du même sommet esl 

H/ = ^o-H ^îi-h /*t-H- • .-h^/_i. 

2" Calcul des longueurs. — La longueur du côté qui com- 
mence à ce sommet est 

li — \/àf^y 
et Ton a pour la longueur totale du polygone 

Li/ 'q ~T~ 'l "r" . # • "T" ^1— 1« 

3® Calcul des tensions. — La tension ti du côlé situé entre 
le i**™® sommet et le suivant est 



t, = v/Q= + Pf. 

4° Calcul des inclinaisons. — EnOn l'inclinaison a^ du même 
côté sur l'horizontale est donnée par la formule 

p. 

langa,==-ô^('). 



( ' ) Détermination de ta composante horizontale des tensions. — Toutes 
les quantités précédentes sont données en fonction de l'élément Q, qui n'est 
pas une des données immédiates du problème. 

Ordinairement, dans l'application, les données desquelles on part pour 
établir les polygones sont les longueurs de la corde et de la flèche, c'est- 
à-dire le double de l'abscisse et l'ordonnée du dernier sommet. La tension Q 
est liée à ces quantités, quand on adopte les dispositions habituelles, par 
une équation très simple. 

Dans tous les cas, on peut remarquer que, les espacements des tiges et 
les poids répartis étant connus, l'équation qui donne la valeur de V„estde 
la forme 

v=S. 

" ^ 

Si donc, ayant attribué arbitrairement à notre inconnue Q une certaine 
valeur Q', nous avons appliqué les constructions précédentes, et trouvé pour 
la dernière ordonnée une valeur Vj^ au lieu de V„, nous devons avoir 

.l'où 

Q _ n 
Q' " v„ ' 

équation qui détermine Q en fonction de Q'. 
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Dans la plupart des cas, les formules précédentes se siin- 
iliOenl, parce que les projections horizontales des côtés sont 
iîonstantes, et que les poids supportés par chaque tige de sus- 
pension sont égaux. 

On a donc 

et Ton conclut de là 

V,. = ^ ( , + 2 + . . . + t - = g ( t^ - /) . 
Soit r le poids du mètre courant de tablier, on a 



iVoh 



Tzh^ 



^^=M5^'^-')' 



de sorte que, si /i désigne le numéroduderniersomine!,ona 

V«= -^ (n^ — n). 

Cherchons l'équation d'une courbe passant par tous les 
sommets du polygone. Pour cela, prenons 

V/ — j, ih — x,, 

ce qui revient à prendre pour origine Textrémité gauche du 
côté horizontal ; nous aurons alors 

Cette courbe représente une parabole. Si Ton veut repren- 
dre le point Ao pour origine, il suffit de changer dans l'équa- 
tion précédente ^ en j^'h — > et alors on obtient l'équation 

y 1= —FT ( x'^ 



2Q 



4 



En faisant dans cette équation j = F, .»' = - 0, F et étant 
la flèche et l'ouverture du pont, on trouve la tension Q. 
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On trouverait immédiatement Téqualion deia parabole du 
câble, en supposant le polygone formé de côtés infiniment 
petits, chargés chacun d*un poids proportionnel à sa projec- 
tion horizontale. 

Considérons {fig* 44) l'arc de la courbe compris entre le 
point où la tension est horizontale et égale à Q, et celui où 
cette tension est égale à T. Les forces extérieures qui doivent 
se faire équilibre sont la tension T, la tension Q et le poids uj^ 
dont la direction passe par le milieu de OP. 

Prenons les moments autour du point M, nous devrons avoir 
pour Téquilibre 

Q j - -■ 



TT.r^ 



2 

c'est Téquation de la parabole lieu des points M (^). 

Il faut remarquer que les poids du câble et des tiges, que 
nous avons négligés, augmentent avec les dimensions du pont, 
et de plus influent sur la répartition des pressions, qui n*esl 
plus du tout uniforme, comme nous l'avions supposé. La 

(') La théorie que nous venons de faire s'applique aux ponts suspendus, 
à la condition de négliger le poids des tiges de suspension et le poids des 
câbles. Les formules trouvées précédemment permettent de trouver la lon- 
gueur de chacune des tiges. Il faut remarquer que ces tiges ne sont pas égales 
aux ordonnées de la parabole; elles doivent descendre jusqu'à la partie in- 
férieure des poutrelles qu'elles débordent de quelques centimètres pour 
recevoir les écrous sur lesquels s'appuie la charpente du pont {fig- 4^)- 
Ordinairement aussi, le plancher affecte une forme parabolique {fig- 4^)' 
de sorte que les tiges sont composées de trois parties : i*» de l'ordonnée de 
la parabole de la chaîne, 

2° d'une longueur constante, D, qui sépare le point le plus bas de celle 
parabole du point le plus haut de la parabole inverse; 
3" Enfin de l'ordonnée de cette parabole inverse, 

iv,. = a ( t-" — i). 

On a ainsi, pour la longueur totale des tiges. 



L'abscisse est 



H . — H- ( f — 1 ) /a = 1 <■ \h, 

* 2 ' \ 2/ 
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courbe qui porte les liges n'est plus une parabole, elle se 
«use du càté des culées. Il résulte de lit que, si l'on calcu- 
e cftblc et les liges pour la forme parabolique, et que l'on 
nstruislt le pont, l'équilibre ne serait pas possible, les arti- 
■lalions joueraient, et il en résulterait ponr les diverses par- 
lés de la construction des tensions ou pressions complète- 
lenl différentes de celles sur lesquelles on avait compté. La 
|éorie précédente peut donc s'appliquer aux ponts ordinaires; 
E pour les ouvrages plus importauts, elle doit être nolable- 
;ent modifiée el ne peut entrer dans un Cours élémentaire. 

De la cfiaine. ' 

On peut chercher quelle courbe prendra le oàhle sous l'in- 
;ace seule de son poids. La forme qu'il affecte est une 
ifhe étudiée en Analyse snus le nom de chainelle; nous 
"pouvons trouver très facilement ici les»5qualions différentielles 
ie cette courbe. 

Soit en elt'el T la tension du cordon en un certain poini ; les 
composanles de la tension sont 

T— ft t1^. 
ds du 

D'après ce que nous avons vu. la composante horizoniale 
rleT —T- doit être constante ; donc on a 



<^ï)-»- 



-'accroissement de la composante verticale doit être égal 
u poids de la chaînette compris entre deu\ points infiniment 
oisins; donc on a 



Eu éliminant T entre ces deux équations, on aura l'équation 
^^ la cbaîaette. La solution sera achevée dans le Cours d'Ana-. 
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§ XVII. — ËQUILIRRE DES SYSTÈMES DE CORPS RIGIDES ARTICULÉS 

SANS FROTTEMENT. 

Imaginons que plusieurs corps solides se touchent par des 
points qui ne peuvent se séparer; aucun frottement, aucun 
obstacle ne s*opposant d'ailleurs aux mouvements de rotation 
compatibles avec cette condition. 

On peut se flgurer chaque articulation comme produite par 
rassemblage à genou. Ce mode de liaison se présentera très 
souvent dans la pratique; mais il est bien clair que Téquilibre 
établi dans le cas d'une liberté de mouvement complète sub- 
sistera a fortiori quand on remplacera le genou par une char- 
nière^ ou même par un assemblage analogue à ceux des pièces 
de charpente, assemblage qu'on est obligé de briser pour chan- 
ger la forme du système. L'équilibre paraîtra encore mieux 
assuré quand on aura égard aux frottements^ dont l'effet est, 
comme nous le verrons, de s'opposer à l'action de petites 
forces accidentelles tendant à mettre les corps en mouvement 
dans un sens ou dans Tautre. 

D'un autre côté, il convient que la stabilité des construc- 
tions en bois ou en fer soit indépendante de la solidité des 
assemblages et de l'existence des frottements, toutes choses 
qui viendront ainsi apporter utilement un surcroît de sécurité; 
il y a donc lieu de considérer exclusivement les articulalions 
comme permettant tous les mouvements qui n'auraient pas 
pour effet de séparer l'un de l'autre les points des divers corps 
solides réunis par ces articulations. 

Nous avons donc à étudier l'équilibre d'un certain nombre 
de corps qui, pris isolément, sont rigides {fig. 47). Chacun 
d'eux est réuni par deux articulations à. d'autres corps rigides 
eux-mêmes, et pouvant être indifféremment fixes ou assujettis 
à des conditions analogues. 

Prenons en particulier l'un des corps du système. Il est 
soumis, indépendamment des réactions que les corps en con- 
tact exercent sur lui aux points d'articulation, à un certain 
nombre de forces extérieures au système, que je représente- 
rai d'une manière générale par la lettre F (*). 

( ' ) Les réactions des articulations peuvent être, suivant les cas, intérieures 
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Or, il est évident que je puis, sans altérer l'équilibre, regar- 
ier dans tous les cas les articulations comme absolument fixes, 
3t si je désigne ces deux points par les lettres A et B, j'aurai 
[)our la condition unique à laquelle les forces F sont assujetties 
pour réquilibre 



1- 



;)rL*«F = o. 



Celte condition étant remplie pour le côté AB veut dire qu'il 
est possible de remplacer les forces F, et cela d'une infinité 
de manières, par deux équivalentes Ri, Rj, appliquées respec- 
tivement aux points A et B. Je dis d'une infinité de manières , 
parce que nous avons vu, dans le calcul des réactions exercées 
par deux appuis fixes, qu'il reste une certaine indétermina- 
tion dans les valeurs des composantes de ces actions. 

Considérons donc deux forces équivalentes quelconques R^ 
Rs; nous aurons parfaitement le droit de les substituer aux 
forces F dans l'équilibre du corps rigide AB. Mais il faut bien 
se garder de considérer ces forces comme les réactions efiTec- 
tives des corps adjacents aux points AB. Nous savons seule- 
ment deux choses : 

j<» Que ces réactions inconnues S,, Sj se trouvent comprises 
parmi les systèmes équivalents en nombre infini R,, R2, qui 
sont tous possibles et qui sont les seuls possibles; 

2° Que si les points A et B étaient absolument fixes, le corps 
AB étant toujours supposé rigide, on pourrait prendre indif- 
féremment pour Si, S2 deux forces équivalentes conjuguées 
quelconques Ri, Rj. 

Mais, dans le cas actuel, les points A et B ne sont pas fixes ; 
ze qui veut dire que les conditions trouvées, en supposant 
leur fixité, sont toujours nécessaires, mais qu'elles ne sont 
plus suffisantes. 

Il faut tenir compte des conditions nouvelles que nous trou- 
verons en considérant l'ensemble du système en équilibre; 
lous ferons ainsi disparaître l'indétermination, et nous déler- 
Tiinerons les véritables valeurs des réactions Si, S2. 



>u extérieures à l'ensemble du système; elles sont toujours extérieures à 
"haque corps isolé; je me contente de renvoyer aux définitions de la page 29. 
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Quoi qu'il en soit, nous avons commencé pvar étudier le 
corps AB pris isolément, ce qui nous a donné une condition 
d'équilibre 

2'mAnF=:o, 

et ce qui nous a permis de remplacer les forces F par leurs 
équivalentes Ri, Rj. 

Nous ferons la même chose pour chaque corps séparément, 
et alors en composant les forces qui sont appliquées à chacune 
des articulations, et les remplaçant en chacun de ces points 
par une force unique, nous aurons une sorte de polygone 
funiculaire dont les côtés sont rigides, et dont les sommets 
seuls sont soumis à l'action des forces. 

L'équilibre du système articulé sera ainsi ramené à Téqui- 
libre du polygone funiculaire, avec cette restriction en moins 
que les tensions des côtés d'un système articulé pourront être 
positives ou négatives, tandis que dans le cas du polygone 
funiculaire elles devraient nécessairement être positives. 

En écrivant les conditions d'équilibre du polygone funicu- 
laire, nous aurons : 

1° Les nouvelles conditions d'équilibre auxquelles doivent 
satisfaire les forces Rj, Rs, . . ., et par conséquent les forces 
données F, Fi, F2, ... ; 

2° Les tensions ou pressions qui s'exercent sur chacun 
des côtés du polygone, tractions ou pressions que l'équi- 
libre de chaque côté isolé laissait précisément indéterminées, 
puisque cet équilibre donnait seulement la somme algébrique 
X-hX'des réactions longitudinales aux points A et B, et 
que nous pouvions à volonté, en transportant ces réactions 
d'un côté à l'autre de la barre, remplacer une tension par 
une pression. 

Cette méthode ne donne pas directement l'action de chacun 
des corps l'un sur l'autre. Or, ces actions sont très impor- 
tantes à connaître, beaucoup plus, souvent, que les tractions 
ou pressions qui s'exercent sur les côtés du polygone. En 
effet, la statique des solides naturels nous offre deux genres 
de questions, celles qui ont rapport à la forme d'équilibre 
proprement dite, et celles dans lesquelles on demande l'éli»^ 
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il'équililjie iiilérieur du soiide, c'esl-à-tlire les l'orces qui 
s'exercent entre ses diverses parties. Oe, si Ton peut, pour la 
première élude, remplacer des forces extérieures données 
par leurs équivalentes, culte substitution n'est plus possible 
pour la seconde, et il faut appliquer la théorie de la résis- 
tance des matériaux, théorie qui n'entre pas dans le pro- 
gramme de l'École Polyteclmique. On considérera chaque 
cûté rigide du polygone articulé comme soumis à l'action des 
forces extérieures qui lui sont direclemenl appliquées, et 
lies réactions des corps voisins, qu'on aura calculées préala- 
: blement. Les tensions obtenues par la première méthode 
donneraient une idée absolument fausse des efforts supportés 
par les éléments des solides, parce qu'on a remplacé des 
forces par leurs équivalentes, ce qui n'est pas permis. 

Mais on peut traiter directement l'équilibre des systèmes 
articulés, en introduisant les réactions inconnues des diffé- 
rents côtés l'un sur l'autre, ainsi que celles des appuis, et 
appliquant ensuite les équations générales de l'équilibre à 

I, chaque côté séparément et à l'ensemble du système. Il ne 
(faudra pas oublier que l'action du cûté I sur le côté II est 
toujours égale et directement opposée à l'action du côté H 
sur le côté I. On obtiendra ainsi un certain nombre d'équa- 
I' Uona qui détermineront les réactions inconnues, et qui, s'il 
y a lieu, feront connaître, par l'élimination de toutes les 
quantités dont on dispose, les conditions auxquelles les forces 
données devront satisfaire pour i'éqnilibre. 

Ou s'est borné dans te Cours li ces quelques indications sur 
Ces questions importantes dans la théorie de la charpente. 
Bien qu'elles soient extrêmement simples, elles exigent cepen- 
dant une attention très soutenue si l'on veut bien se rendre 
compte de toutes les circonstances qui se présentent dans 
l'emploi des diverses méthodes qui conduisent & la solution ('). 



OOiii 
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se placer 
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§ XVllI. — Introduction a la théorie de la résistance 

DES MATÉRIAUX. 

L'objet de celte théorie est de donner autant que possible 
aux constructeurs des règles précises et sûres leur permet- 
tant de fixer les proportions et les dimensions des diverses 
parties qui constituent un édifice, une machine. Ce qui dis- 
tingue ces problèmes de tous les autres, c'est que, lorsque 
Ton est en présence d'une construction à élever, et que la 
question d'en déterminer les proportions se trouve posée, il 
faut, coûte que coûte, en avoir une solution bonne ou mau- 
vaise. Or, on peut y arriver de deux manières différentes. 

La méthode des praticiens consiste à suivre les leçons des 
maîtres expérimentés, et à étudier les modèles laissés parles 
anciens constructeurs. Chacun selon sa spécialité connaît les 
dimensions des constructions importantes du même genre 
qui sont célèbres par leurs heureuses dispositions et leur 
longue durée. Accidentellement on a vu périr des édifices, et, 
en se rendant bien compte des causes de leur destruction, on 
apprend à se mettre à l'abri de pareilles catastrophes, et l'on 
arrive assez vile à poser deux limites plus ou moins rappro- 
chées, entre lesquelles on pourra se tenir sans craindre de 
compromettre la solidité de son œuvre, d'une part, et, d'autre 
part, sans gaspiller inutilement l'argent, la main-d'œuvre, les 
matériaux. Par exemple, on veut faire un mur d'escarpe, des- 
tiné d'une manière régulière à supporter une certaine charge 
de terre et, à un moment donné, à résister autant que pos- 
sible au choc des boulets; on a des modèles laissés par Vau- 
ban dans les circonstances les plus variées; on les connaît, 
on les étudie, on cherche quel est celui d'entre eux duquel 
on se rapproche le plus sous le rapport des terrains, des ma- 
tériaux de construction, du climat, etc.; c'est celui-là qui 
servira de modèle, avec les modifications commandées parles 
circonstances, qui ne sauraient, dans deux cas différents, se 
retrouver tout à fait identiques. 11 faut, pour appliquer ces 
méthodes, un certain esprit de rapprochement, de combinai- 
son, de calcul, joint à de longues études préparatoires aussi 
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lides que variées; c'est tout cela qu'on appelle de la pra- 
titjue. 

Il est clair que ces procédés, qu'on aurait grand tort de flé- 
trir inconsidérément du nom de routine, suffiront dans un 
grand nombre de cas. Si Ton veut, par exemple, construire 
une maison à Paris, on pourra sans grandes difficultés arriver 
à faire une maison qui durera plus ou moins ; peut-être n'aura- 
t-on pas apporté dans certains détails toute l'économie pos- 
sible, toute la perfection désirable, mais ce sont là des considé- 
rations un peu secondaires; le but que l'on se proposait est 
rempli, on a fait une construction stable. 

Malheureusement, ces ressources font trop souvent défaut. 
Quand on se trouve en présence de constructions qui répon- 
dent à des besoins inconnus d'une autre époque, ou encore 
de matériaux nouveaux, comme le fer, la fonte, le zinc, et 
nombre d'autres éléments qui s'introduisent maintenant dans 
les constructions, la pratique n'est plus guère d'aucune utilité, 
et il faut chercher autre chose. On est obligé d'aborder direc- 
tement la question au moyen de toutes les ressources que 
\ peuvent fournir l'expérience et la théorie. Voici quelle est à 
peu près la marche à suivre. On fait d'abord une étude phy- 
sique et expérimentale, non pas précisément de la question en 
elle-même, qui est rarement abordable, mais des éléments 
simples de celte question. Veut-on, par exemple, faire un 
pont en fer, on étudiera les propriétés des matériaux qu'on 
doit employer, au point de vue spécial des conditions où ces 
matériaux vont se trouver placés; la forme la plus convenable 
à donner à la construction pour que chaque partie soit dans 
les meilleures conditions de résistance et de durée; les pré- 
cautions à prendre pour se tenir en garde contre certains acci- 
dents, ou du moins pour en atténuer les effets, etc. Puis on 
posera une hypothèse simple, représentant avec une exacti- 
tude suffisante les données de l'observation; et l'on appliquera 
le calcul en le fondant sur cette hypothèse qu'on aura soin de 
mettre nettement en évidence sans déguiser son côté faible et 
plus ou moins douteux. Enfin, il faudra terminer par la véri- 
fication expérimentale des résultats du calcul, et ces résultats 
ne devront être regardés comme vrais que dans les limites 
pour lesquelles la pratique les aura vérifiés. 
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Equilibre des solides naturels. 

En établissant les conditions nécessaires et suffisantes poor 
l'équilibre des corps solides supposés invariables^ nous avoM 
dit que les corps communément appelés solides^ et que noos 
distinguons des précédents par Tépithète de naturels, doivent 
être eoosidérés comme susceptibles de céder dans une ce^ 
tainc mesure à Taction des forces auxquelles ils sont soumis; 
et que môme, daos le cas où la déformation produite est invi- 
sible à Tœily elle se réYèle à nous par des phénomènes dont 
la théorie va nous occuper. 

Quoi qu'il en soit, les équations de Téquilibre d'un solide 
invariable s'appliquent aux solides naturels, et si les efforts 
qui sont enjeu ne sont pas très considénbleSy eu égard à la 
résistance du solide qui les supporte, on pourra indiff^érein- 
ment, pour poser les équations générales auxquelles doivent 
satisfaire les forces extérieures, prendre le solide qu'on étu- 
die avec la forme qu'il possédait avant qu'il fût soumis à^l^ 
lion de ces forces, ou bien lui attribuer la forme qu'il a prise 
sous leur action. 

J)ans la plupart des cas, on opère de la première manière; 
c'est-à-dire que, dans la recherche des relations auxquelles 
doivent satisfaire les forces extérieures appliquées au solide 
pour qu'il y ait équilibre, on regarde ce solide comme ayani, 
sous l'action des forces, exactement la même forme qu'il avait 
avant d'être soumis à cette action. Seulement, après avoir 
ainsi déterminé toutes les conditions d'équilibre où n'entrenl 
que les forces extérieures en négligeant la déformation du 
solide, il faudra se préoccuper des nouvelles conditions qui 
résultent de la constitution physique du solide, c'est-à-dire 
calculer les tensions et les pressions qui se développent dans 
ses diverses parties, atin de voir, comme dans le polygone funi- 
culaire, si ces tensions ou ces pressions sont ce qu'elles doi- 
vent ùtre pour l'équilibre. Entîn, il faudra s'assurer que ces 
tensions ou ces pressions ne sont pas assez fortes pour briser 
le solide, ou pour lui faire subir une modification essentielle 
dans son état et ses propriétés. 
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Le calcal de ces réaclious OU luicu.-' iii^. i .'. iii • 
lernenl àlétude de la défomniUau du auiiu< :<Hj '.. 

ionnés. Ces deux parties couslilueul lu llpiori* iiiallit-i.i.i.. , . 
Vq\^ résistance des matériau JL . lljOoiio «jrii! ni ik.i, . ,. 
nèuie permis d'ébaucher daui c*.* Loui>. Non «iiv. 
jorner à donner un exemple d'un cas» ire- .-inij.ii «i i .,■. 
lÛD d'indiquer l'esprit de la méthode et de ni;: nain ;. 
|ui se présentent de toutes parlas. 

Application. — Équilibre d'un prisme èlasti^jm /. / 1 
liions considérer le cas le plus simph' on iii m:é-...î. 
uatériaux soil mise en jeu : c'est celui dun holifl« I.'.m. . 
le forme prismatique (tel qu'une pièce (i<; hoi- il« i li;.i, . 
>u une barre de fer), fixé à Tune de ses <;xin iiin« . . = . 
nanière quelconque, et soumis à son autre (»\tr<ijiih ,. ■ .. 
l'une force tendant à l'allonger. 

L'expérience prouve que tous les corps (le hi n;iirir« , . 
îéderdans une certaine mesure à l'action d'une p^m iii. ' 

^ient-on ensuite à supprimer la lorcis Ir mip , « 

;on élasticité, tend plus ou moins à reNcnii- à ^a loimi j.. .. 
ive, et Ton peut admettre avec une exactiiudr ^nr.ir.mi- 
ant que Ton n'a pas dépassé une ('<;rtaine Imiiir. ilii< / .. 
('élasticité, variable avec la nature (»l l'rtal du « «>i|. . . : 
éprend exactement sa forme et son étal pritniiii . : .n. 
es propriétés essentielles aient été altérées d'un» m.!.. ■ 
Permanente par l'action de cet effort |)assaî;ei . 

Voilà ce que nous apprend une élude buperin n ii. • . 
ompléteraendéterminantexpérimenlaleineni Lix.il. m , - . 
le celte limite d'élasticité pour tous h's eorp> iin|ii.M< .! . 
industrie; car il est extrêmement iniportani de .-e ii nu .1 .. 
es applications bien en deçà de cc;lie limite, l m i.n .|.. . 
a dépassée, le corps a pour ainsi dire e.hanf;e de n.iiu.. 
on ne peut plus compter sur rien, du nioiii> en i-m. . .: 



(1) Certaines opérations industrielles, tcltc» i|ur W iiitiH» i..;.. i. 
âge, retirage des métaux ductiles, ont au ronhunc (iuki Imh j. .1. , 

limite d'élasticité de ces corps, de niunii'ii' à (liun^n i. m i 

anière notable. 

On sait que ces opérations modifient beaucoup lu plup.tii •(. | . , 

lYsiques des corps qui y sont sounii'^. 
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Résistance à la rupture. — On appelle ainsi le plus grand 
des efforts que puisse supporter, sans se rompre ou s'écraser 
complètement, un prisme solide tiré ou comprimé dans le sens 
de ses arêtes, et Ton admet que ce plus grand effort P demeure 
proportionnel à Taire Î2 de la section transversale du prisme, 
de sorte que la résistance R s'exprime en kilogrammes par 
mètre carré ou millimètre carré, et que l'effort de rupture d'un 
prisme est représenté par 

On n'a pas tardé à reconnaître, ce qu'on aurait d'ailleurs pu 
prédire à l'avance, que la limite d'élasticité était quelque 
chose de très vague. En réalité, les charges les plus minimes 
produisent toujours un allongement permanent^ c'est-à-dire 
qui persiste après que la charge est supprimée. D'un autre 
côté, la détermination de cette limite exacte, à supposer que 
cela fût possible, ne présenterait pas, au point de vue des 
applications, un intérêt bien considérable, car il faut toujours 
prévoir des efforts accidentels venant s'ajouter aux charges 
ordinaires, de sorte qu'on doit toujours se tenir assez loin en 
deçà de la limite d'élasticité, de crainte de la voir dépassera 
un moment donné. 

Mais en même temps que ces difficultés se sont fait jour, 
les nouvelles constructions se sont multipliées. On a acquis 
de la pratique, et l'on est maintenant assez généralemeni 
d'accord sur les charges pratiques qu'il convient de faire sup- 
porter aux matériaux dont l'usage est le plus fréquent. 

Reprenons notre solide étiré, et cherclions ses conditions 
d'équilibre {fig* 4^). 

Soit / la longueur primitive du prisme. Sous l'influence d^ 
causes quelconques, cette longueur est actuellement devenu^ 
l-^ x\ enfin, nous savons qu'à l'instant où l'on nous demande 
si le solide abandonné à lui-même restera en équilibre, un^ 
certaine force F agit sur son extrémité dans le sens de la llèch^- 
11 y a trois espèces de conditions d'équilibre : 

1° Il doit y avoir équilibre entre les forces extérieures, c'est' 
à-dire entre la force F et les réactions du support. 

2° L'équilibre n'a pas lieu directement entre ces deux forces ; 
il a lieu par l'intermédiaire de la tension T de la barre; d^ 
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orte que la tranche extrême ah du solide est en équilibre 
ous Faction de la force F qui lui est immédiatement appli- 
ïuée et de la réaction ou force intérieure T, ce qui exige que 
*on ait 

T=::F. 

3<* Il faut enfin que cette tension T ne soit pas assez grande 
pour briser le corps, ou même qu'elle ne dépasse pas la charge 
que la pratique a désignée comme la plus convenable pour la 
sécurité. 

Occupons-nous de la seconde condition. L'expérience prouve 
que, tant qu'on n'a pas dépassé une certaine limite, la ten-^ 
sionT est proportionnelle à l'allongement Xy à la section 12 de 
la barre, et inversement proportionnelle à sa longueur pri- 
mitive /; donc on a 



E étant un certain-coefficient qui dépend de la nature du corps 
el que Ton appelle coefficient d'élasticité. De sorte que notre 
seconde condition s'exprime par l'équation 

Il y a à peu près coïncidence entre k limite jusqu'à laquelle 
cette formule est applicable et la limite d'élasticité dont nous 
avons parlé plus haut; si cette limite est dépassée, l'allonge- 
ment, qui croît d'abord plus vite que la tension, peut croître 
au delà de toute limite, c'est-à-dire qu'il y a finalement rup- 
ture. 

Le coefficient d'élasticité E dépend de la nature de la sub- 
stance, de son état physique, etc. On peut donner une idée 
de ce coefficient. S'il était possible, en effet, d'avoir à la fois 

j? = /, £2 =: I , 

la loi de proportionnalité des efforts aux allongements subsis- 
tant toujours, on en déduirait 

Ï = E. 

B. — II. 9 
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Donc £ est la tension qui serait capable de doubler la Ion* 
gueur d'une barre de i*^ de section. La valeur exacte de 
ce coefficient a assez peu d'importance dans la pratique» 
parce que ce nombre est extrêmement grand. Ainsi, poor le 
fer, c'est 20 milliards de kilogrammes environ. Je renvoie 
aux Traités et aux Cours de Physique pour la description des 
expériences très remarquables par lesquelles H. Wertheioi 
a mesuré les coefficients d'élasticité de divers corps et t 
déterminé les lois des variations de ces coefficients avec II 
température. J'y renvoie également pour tous les détails qm 
n'intéressent pas directement les constructeurs. 

Résistance à la compression, — Les lois de la compresiioB 
sont les mêmes que celles de l'extension. On admet, peut-itn 
sans preuves suffisantes, que le coefficient E conserve senii-' 
blement la même valeur. Seulement la limite d'élasticité eit 
plus rapprochée. La résistance à la rupture et lachai^prt- 
tique sont ainsi généralement différentes de ce qu'elles wâ 
dans le cas de l'extension. La rupture par compression peut 
être de trois sortes. Il peut y avoir : 1® rupture par^/faâPÛNi: 
c'est ce qui arrive quand on comprime à ses extrémités une 
barre de fer ou de bois suffisamment longue (Jiff. 5o);a*h 
rupture prismatique ou par glissement : c'est le mode de rap- 
ture de la fonte et des roches dures {/ig. 49); enfin, 3«récn- 
sèment proprement dit : c'est la désagrégation complète d'un 
corps tendre comprimé. Il est clair que, dans chaque cas, te 
mode de rupture qui se produira sera celui qui exigera la pto 
petite force. 

D'après ce que nous venons de dire, les données pratiques 
sont, pour chacune des substances qui sont employées jo^I^ 
nellement dans l'industrie, la résistance à la rupture et 11 
charge pratique, cette dernière étant en général pour les bois 
^ de l'effort de rupture, \ pour le fer et la fonte. 

La charge de rupture est nécessairement variable pour 
divers échantillons d'une même substance; mais la charge 
pratique, déduite d'une valeur moyenne, est, comme j« Vé 
dit, parfaitement arrêtée. Cette charge pratique est, pour we 
barre de fer, de 6^^ par millimètre carré de section. Dans le 
service du Génie, on admet S"^* au lieu de &^. Pour les ponte 
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suspendus, les charges par millimètre ont été portées jusqu'à 
la*^ pour les barres et iS*^ pour les ûls, y compris, bien 
entendu, la surcharge d'épreuve de 200*^ par mètre carré de 
tablier. 

Le bois de chêne ou de sapin a une résistance dix fois moin- 
dre que celle du fer, soit 0^,6 par millimètre carré. Le fer 
résiste assez mal à la compression ; aussi évite-t-on en général 
de lui faire subir une pression directe. Cependant il peut arri- 
Ter qu'il soit soumis à des efforts mixtes comprenant extension 
et compression. Si, par exemple (Jîg. 5i), on charge en son 
milieu une barre de fer s'appuyant sur deux supports, cette 
barre est soumise à la flexion, c'est-à-dire que les fibres telles 
q»e ab sont étendues et celles telles que cd sont comprimées. 
Aans ce cas où la compression ne s'exerce pas directement, 
on admet qu'elle peut aller aussi jusqu'à 6^ par millimètre 
carré. 

La fonte résiste bien à la compression ; sa charge pratique 
peut aller très bien jusqu'à 8"^ ou lo^?; au contraire, elle résiste 
très mal à l'extension. Quand on ne peut pas faire autrement 
que de l'y soumettre, ainsi que cela a lieu dans les grands 
cylindres des presses hydrauliques, la charge ne doil pas 
tiépasser 2^, et encore n'a-t-on pas une sécurité complète; 
car on a l'exemple d'un cylindre qui s'est brisé sous une charge 
de i^, 17, le métal étant d'ailleurs parfaitement sain. 

On admet que le bois résiste à la compression comme à 
l'extension. Seulement, lorsqu'il s'agit d'une pièce de grande 
longueur, c'est-à-dire quand la grande arête dépasse cinq à 
six fois la plus petite, il peut y avoir flexion : la résistance 
diminue alors sensiblement. 



r 

§ XIX. — Equribre et stabilité d'un corps pesant posé sur 

UN PLAN HORIZONTAL ET SOUMIS A l' ACTION DE FORCES QUI TEN- 
DENT A LE RENVERSER. 

Considérons un corps pesant, un mur par exemple, soumis 
à des forces quelconques et reposant sur un plan horizontal. 
Les conditions d'équilibre sont au nombre de trois : 
La première, c'est que le corps ne puisse pas glisser. En 
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Il est donc indispensable d'étudier la loi suivant laquelle 
les pressions se répartissent sur la base d'appui; or, nous 
avons vu que les règles de la Statique générale ne peuvent en 
aucune façon nous renseigner à cet égard, de sorte que nous 
sommes réduits à faire des hypothèses. 

Considérons donc {fig. 53) un parallélépipède droit à base 
rectangulaire reposant sur un plan horizontal que nous sup- 
poserons parfaitement invariable, et soumis à une force ver- 
ticale P qui s'exerce dans le plan diamétral mn de ce prisme 
i une distance a de Tarête B'6'. 

Nous admettons que le corps se comprime sous Faction de 
la force P, de telle sorte que les molécules situées avant la 
déformation dans un plan B'B", parallèle à la base, se trouvent 
après cette déformation dans un même plan V If ^ et qu'il est 
composé de fibres verticales indépendantes pour ainsi dire les 
unes des autres, de manière que chacune d'elles se comprime 
comme si elle était seule. 

Considérons une de ces fibres AB. Elle a diminué de B6; 
donc, si w est la section de cette fibre, p étant la pression 
moyenne par unité de surface, la pression peut être repré- 
sentée par 

p(ù^=z kh(ù, 

en posant 

La résultante des pressions individuelles telles que />&) doit 
être égale à P ; donc on a 

PzzzArlAw. 

Or, hoi est proportionnel au volume du tronc de prisme 
vertical compris entre les plans B'B'' et b'b" et dont la base 
est w; la pression totale P est représentée par le volume du 
prisme B'b'B''b\ et sa direction doit passer par le centre de 
gravité de ce solide. Donc, si h' et h" désignent les longueurs 
B'b' eiB"b\ on aura 

2 

i'où 



^ h'-^h" 
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en appelant Î2 la surface de la base du solide. Les pressioDS 

exlrèmes sont 

p ^ kh\ 

p — kh ; 

d'où 

, P ih' 

_P ih' 

h! 
Il suffît, pour avoir achevé, de trouver le rapport t^f* ^^^ 

cela, exprimons que le centre de gravité du solide dont la base 
est ^'Wfb' est sur la direction de P. Il sufGra d'exprimer 
que le centre de gravité du trapèze B'b'Wb" esta la mênw 
distance a du côté B'^' que le poids P, ou que Ton a 

{h^h')a~.h'l-\^h"ll. 



d'où l'on tire 



3 



3a 

h' -' - T 



h" "" ia 

T - ' 

Donc 

h' _ Za h" __ 3a 

donc, enfin, les pressions jo' eip" sont 

3a\ P 



/? — 2 2- 



/ ni 



. '/ 



3rt 



En supposant a < -> la pression p' est plus grande que/- 

Si l'on a 

a I 

7 - 3' 



on a 

2P 



p" -■ o et /?' := 
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est donc double de la pression moyenne. Celte pression 
eut encore augmenter en supposant que a diminue. Alors la 
ression p" devient négative. Il semble naturel d'interpréter 
& résultat en supposant qu'il y a une tranche de mur pour 
iquelle la pression est nulle; c'est la tranche qui est à une 
islance 3a de l'arête où cette pression est un maximum. A 
artir de cette tranche, il n'y a plus de pression, de sorte que 
i pression totale se répartit sur une épaisseur de mur 3 a et 
u'au delà il n'y a plus pression des surfaces en contact; le 
oint est ouvert. La pression jo' devient alors égale à 

Ces considérations trouvent leur application dans la théorie 
les voûtes {fig. 54). Lorsque la pression entre deux voussoirs 
e rapproche trop d'une arête B,,le joint s'ouvre du côté de 

'arête opposée, et il peut y avoir écrasement au point B, bien 

p 

[ue la pression moyenne ^ soit bien inférieure à la limite de 

ï résistance des matériaux. 



(*) Étant donnée la distance Uy si l'on fait ^ ^ 2a, la pression est unifor- 
'énaent répartie sur la base 2aby et Ton a 



2a6 



^ndis que si l'on augmentait l'épaisseur totale du mur de manière à avoir 
— ou > 3a, on aurait 

/,' :o, mais- P'^l~ 

Ainsi, quoique la base fût augmentée, la pression extrême p' serait aug- 

2 I 
dentée dans le rapport de ^ à - > ou de 4 à 3. 

o 2 

Il ne faut d'ailleurs pas oublier que tous ces résultats sont fondés sur une 

ypothèse plus que contestable, et qu'ils ne sont pas directement vérifiables 

ar l'expérience. Ils ne doivent, par conséquent, être admis que pour ce qu'ils 

lient, c'est-à-dire comme donnant lieu à des règles qu'il est sage de suivre, 

ms l'impossibilité où l'on" se trouve de jamais savoir ce qui se passe effec- 

^ement quand deux faces planes en contact sont pressées l'une contre l'autre 

ec une force déterminée. 
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Note sur la. balance de Roberval et sur la balance de Quintenz. 

On n'a retrouvé, dans le texte préparé par M. Bour, rien qui corres- 
pondît dxji%. fig. 33, 34 et34^w de la PI. XXXII. La Note que nous 
donnons ici est destinée à combler cette lacune. 



Balance de Quintenz {fig* 33). 

La balance de Quintenz, dont Vàjig. 33 représente une coupe longitu- 
dinale, comprend un système de deux leviers : l'un, //F, est mobile dans 
le plan vertical autour du point fixe 0; il porte à son extrémité le pla- 
teau sur lequel on met les poids Q destinés à effectuer la pesée. L'autre 
levier, ED, est mobile autour d'un point D fixé dans la caisse de l'appa- 
reil; il supporte en B un point de la plate-forme AA', et son extrémité 
libre, E, est suspendue par une tige verticale au point F du premier 
levier. 

Une seconde tige verticale, GK, attachée au point G du levier FH, 
porte la traverse K, à laquelle la plate-forme AA' est invariablement liée. 
J> La plate-forme AA' repose donc sur les deux points B et K, rattachés 
aux points F et G du levier supérieur. 

Imprimons au point h un déplacement vertical infiniment petit e, le 
seul qui soit compatible avec les liaisons. Il en résulte pour les points G 
et F du levier supérieur des déplacements verticaux dirigés en sens con- 
traire, et égaux respectivement à 

OG , . OF 

Le premier déplacement est transmis intégralement au point K de la 

plate-forme par l'intermédiaire de la tige GK. Le second, transmis de 

même au point E du levier inférieur, communique seulement au point B 

de la plate-forme un déplacement vertical réduit dans le rapport des 

distances BD, ED, et égal à 

OF BD 

'^ÔH^ED* 

Les déplacements simultanés des points B et K seront donc égaux, et, par 
suite, la plate-forme se déplacera parallèlement à elle-même si l'on a 

OG _ OF BD 
^^ OH "'^ 0// ^ ED' 
ou bien si 

OG _ BD 
OF ~ ED * 
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Supposons que la construction de la balance satisfasse à cette condi- 
tion. Le corps P dont on veut déterminer le poids pourra être placé en 
un point quelconque de la plate-forme AA'. Le poids Q, qui fait équilibre 
au poids P, produit, pour un déplacement vertical infiniment petit t du 
point H, un travail virtuel égal à Qê; et le poids P, pour ce même dé- 
placement, produit un travail virtuel de signe contraire, égal au produit 
de P par le déplacement de la plate-forme, c'est-à-dire égal à 

Le théorème du travail virtuel donne donc pour unique condition 
i*équilibre l'équation 

Qs^Psx^, 

i'où l'on déduit 

P _ OH. 
Q - 00^ 

ie sorte que, pour la pesée, tout se passe comme si le poids P était 
suspendu au seul point G. 

La poignée L, mobile autour du point N, sert à fixer le levier supé- 
rieur et à empêcher le jeu de l'appareil. On l'abaisse au moment des 
pesées, pour rendre leur liberté aux pièces mobiles. 

Deux petits index saillants, taillés en biseau et reliés l'un au levier HO, 
l'autre à la partie fixe de la balance, sont placés en regard l'un de l'autre 
au point L L'affleurement de ces index indique que l'équihbre est obtenu. 

Balance de Roberval {fig- 34). 

Les deux côtés AB, CD d'un parallélogramme articulé ABGD sont mo- 
biles autour de deux points fixes E et F, situés sur une droite parallèle 
aux deux autres côtés AD, BG. La figure est tout entière située dans un 
plan vertical. La déformation de la figure n'altère pas le parallélisme des 
côtés AD, BG et de la droite fixe EF; lorsqu'on imprime au système un 
déplacement quelconque, chacun des côtés latéraux est donc animé d'un 
mouvement de translation; les vitesses simultanées de chacun d'eux sont 
parallèles, dirigées en sens contraire et proportionnelles aux distances 
AE, EB. 

Mettons un poids P dans un plateau qui fait corps avec le côté AD, et 
un poids Q dans un plateau faisant corps avec le côté BG . Il y aura équi- 
libre entre les poids P et Q dans toutes les positions de la figure, pourvu 
qu'on ait la relation 

P _ EB 

Q ~ AE' 
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En effet, appelons £ la projection sur une verticale du déplacement com- 
mun à tous les points du côté AD lorsque le parallélogramme reçoit une 
déformation infiniment petite. Le travail de la pesanteur sur le poids P 
sera P x e. Mais la même déformation imprime en sens contraire à tous 

EB 

les points du côté BG un déplacement vertical égal à ^ x j= > et le 

EB 

travail de la pesanteur sur le poids Q est, par suite, égal à Qe x t«- A 

y a donc équilibre si Ton a 

Pe = Qexg 

ou bien 

P _ EB 

Q ~ AE* 

L'équilibre est indifférent, car il a lieu dans toutes les positions possibles 
du système. Les poids P et Q peuvent d'ailleurs être appliqués soit en 
des points des côtés AD et BG, soit en des points P' et Q', reliés invaria- 
blement à ces côtés et entraînés par leur mouvement de translation. I^e 
changement de place des poids P et Q ne trouble pas l'équilibre, et n'a 
d'influence que sur les efforts intérieurs développés dans les côtés du 
parallélogramme et sur les charges des points fixes E et F. 

La balance de Roberval est ordinairement disposée de manière que la 
droite EF soit verticale, et qu'elle divise en deux parties égales les côtés 
AB, GD. L'équilibre exige alors que les poids P et Q soient égaux. 

La fig. 34 bis représente les articulations de l'appareil aux sommets 
du parallélogramme et aux centres de rotation E et F. Les dispositions 
adoptées ont pour objet de réduire le plus possible le travail du frotte- 
ment développé au contact des pièces mobiles, qui doivent se toucher 
mutuellement par des arêtes vives. 
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DEUXIÈME SECTION. 

ES MACHINES A L'ÉTAT DE MOUVEMENT 

UNIFORME. 



CHAPITRE L 

OTIONS GÉNÉRALES SUR LE TRAVAIL DES FOftCES 

DANS LES MACHINES. 



§ I. — Importance de la notion du travail. 

Nous avons déflni le travail élémentaire d'une force F dont 
point d'application parcourt un espace ds par l'équation 



T,Fi=:F«f5C0sF,û?5, 

nous nous sommes servi de la considération du travail vir- 
el pour énoncer le théorème dont nous avons fait la base de 

Statique. 

Le travail proprement dit, correspondant à un déplacement 
el, joue un grand rôle dans la Mécanique industrielle. Nous 
Ions commencer la théorie des machines par l'étude de cette 
lantité, afin de justifier la dénomination de travail, emprun- 
e au langage des économistes, et qui, jusqu'ici, n'a eu pour 
►us d'autre avantage que d'exprimer d'une manière abrégée 

produit d'une force par une longueur, ces deux quantités 
ant considérées comme indépendantes. 
Quand on étudie les divers effets mécaniques que les forces 
^ général sont appelées à produire dans les machines, on est 
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tout de suite amené i ranger dans deux classes tout à fiiit dis- 
tinctes les services qu^une force quelconque peut rendre i 
rindusirie. 

Tantôt on emploie des forces, des poids par exemple, à s'é- 
quilibrer mutuellement* c>st Tétat statique : alors la force se 
présente à nous comme une chose qui subsiste, et dont oi 
use indéliniment sans la consommer. L'équilibre une fou 
établi persiste, tant qu'une cause étrangère ne vient pas Ftl- 
térer. Dans la Section précédente, nous avons donné de k 
manière la plus générale les lois de l'équilibre des forces appli- 
quées à une machine quelconque, et nous n'avons pas à reve- 
nir lîWiessus. 

Mais tel n*est pas le cas habituel de remploi des forces dani 
rindusirie; on les applique à des machines en mouvemeotyCit 
l'on veut produire un certain effet; par exemple, élever des 
fanioaux, comprimer ou broyer des corps, tourner, couper, 
percer le bois ou les métaux. 

Quelles sont les lois de faction des forces appliquées à une 
machine en mouvement, à une machine qui traçaiUe, dam 
Tacception vulgaire du mot? Quelles sont les forces à défs- 
lopper pour produire un effet donné, et pour le produire d'une 
manière industrielle, c'est-à-dire avec la plus grande perfec- 
tion et la plus faible dépense possible? Telles sont les ques- 
tions en présence desquelles nous nous trouvons actuelle- 
ment, après avoir complètement et simplement élucidé toutes 
celles qui se rapportent à Tétat statique des machines. 

Et d'abord, qu'est-ce qu'une machine? Voici la définition 
qu'on en donne ordinairement : 

Une machine est un système de corps, les uns fixes, les autres 
mobiles. Ces derniers reçoivent en certains points Vaction d€ 
forces données, et exercent en d'autres points, sur les corps 
soumis à l'action de la machine, des forces qui diffèrent géné- 
ralement des premières par leurs intensités, par leurs direc- 
tions et par les vitesses de leurs points d'application. 

Nous ajouterons seulement à cette définition que, dans le 
cas d'une machine en mouvement, il y a nécessairement, non 
seulement effort exercé par le moteur, comme lorsque cet 
agent avait simplement pour mission de faire équilibre à une 
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résistance quelconque; mais il y a de plus déplacement du 
point auquel est appliqué l'effort moteur : il y a donc travail 
de cet effort, dans le sens géométrique du mot. 

Considérons également le point où la résistance est appli- 
quée; nous reconnaîtrons de la même manière que, non seu- 
lement cette résistance est contre-balancée par l'effet des puis- 
sances, mais encore qu'elle est vaincue, c'est-à-dire que son 
point d'application marche en sens contraire du mouvement 
que cette force tendrait à lui imprimer, si elle agissait seule. 

Il y a donc à la fois, comme condition tout à fait nécessaire 
de la marche de la machine, travail de la puissance et travail 
de la résistance. Le mot travail est ici toujours pris dans son 
acception géométrique; mais on commence déjà à se rendre 
compte de la justesse de cette dénomination étrangère au lan- 
gage de la Science pure : en effet, on vient de le voir, sans 
travail géométrique, point de travail industriel. 

Il suit de là qu'un moteur est un corps qui doit avoir la 
propriété, non seulement de développer une force sur un autre 
corps, mais encore de faire décrire en même temps un certain 
chemin au point d'application de cette force, dans le sens de 
son action. Cette double condition est indispensable. Or, une 
remarque qu'on n'a pas tardé à faire, c'est que, dans toutes 
les machines imaginables, du moment que la machine fonc- 
tionne et produit un certain résultat industriel, le moteur, 
quel qu'il soit, se trouve toujours au bout d'un certain temps, 
pour une raison ou pour une autre, dans l'impossibilité de 
continuer à exercer utilement son action. 

L'homme et les animaux, qui sont certainement les plus 
anciens moteurs utilisés, ne tardent pas à réclamer du repos 
et de la nourriture; l'eau qui fait tourner la roue d'un moulin 
s'écoule suivant sa pente naturelle ; la vapeur de nos machines 
à feu se condense après avoir rempli son office; et il faut dans 
tous les cas, à certaines époques plus ou moins rapprochées, 
remplacer le moteur épuisé par un autre, à moins qu'on n'ait 
le moyen de replacer celui dont on a fait usage dans des con- 
ditions telles qu'il puisse fournir une nouvelle campagne. 

Depuis qu'on est parvenu à substituer à peu près univer- 
sellement des agents inanimés à l'homme et aux animaux, 
dont les besoins de réparation sont trop manifestes, le rêve 
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d*un grand nombre d'inventeurs a été, et sera toujours, de 
trouver un agent naturel qui, appliqué à une machine appro- 
priée, entretienne indéfiniment le mouvement de cette ma- 
chine en surmontant une résistance continue. 

Malheureusement, la chimère séduisante du mou{>emeiU 
perpétuel cache une absurdité mathématique» et nous démon- 
trerons très prochainement que, quelle que soit la disposition 
imaginée, la puissance motrice d'une machine est quelque 
chose qui se consomme, qui se dépense en raison même de 
l'usage qu'on en fait. Le problème de la Mécanique indus- 
trielle est de rechercher quelles sont les dispositions à em- 
ployer pour effectuer une opération définie en réduisant k 
dépense au minimum. 

Ce dernier point est une condition indispensable de l'exis- 
tence de la grande industrie. 

C'est donc ce fait capital de la dépense qui distingue d'une 
manière absolue l'état dynamique d'une machine de son état 
statique. 

Sur quel élément porte d'ailleurs la dépense ?Qu 'est-ce qv 
disparaît dans une machine en marche? Comment le moteur 
finit-il par se trouver incapable de continuer son service? 
D'après ce que nous avons dit, cela peut arriver de deui ma- 
nières, soit parce que cet agent ne pourra plus exercer d'ef- 
fort sur la machine, soit parce que le point d'application de 
l'effort exercé ne pourra plus se déplacer dans la direction de 
cet effort. Dans tous les cas le moteur ne pourra plus déve- 
lopper de travail. 

Étudions quelques cas très simples. 

Par exemple, on monte le ressort d'une pendule, et le res- 
sort ainsi monté est capable d'imprimer en se débandant le 
mouvement à la pendule, mais à la condition de voir sa ten- 
sion diminuer à mesure qu'il produit son effet : quand le resr 
sort est revenu à son étal primitif, il faut le remonter pour 
que le mouvement continue (*). 



(') Au contraire, les ressorts d'un fauteuil peuvent servir indéfiuimciit 
à l'usage auquel on les destine, du moins tant que leur structure physiqo* 
n'est point altérée, comme elle l'est nécessairement à la longue, aussi bico 
que celle du ressort du pendule, par des causes dont nous n'avons pas e" 
ce moment à nous occuper. 
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Le ressort qui fait marcher le mouvement d'horlogerie est 
uvenl remplacé par un poids, et le poids en descendant 
une hauteur déterminée remplit exactement le même office 
le le ressort en se débandant; il faut aussi le remonter 
rsqu'il est arrivé au bas de sa course, si Ton veut qu'il 
mtinue de rendre le même service; le poids n'a rien perdu, 
fférant en cela du ressort; mais il se trouve comme celui-ci 
ins des conditions telles qu'il ne peut plus continuer à faire 
larcher la machine. 

On pourrait même imaginer, sinon réaliser, des dispositions 
îlles que l'intensité de la force motrice, non seulement ne 
iminuât pas par suite de son action sur la machine, mais 
u'elle augmentât au contraire dans une proportion quelcon- 
[ue. Considérons, par exemple, une molécule, un petit corps 
ttiré par une masse fixe ; en cédant à cette force, le corps peut 
jxercer un certain effort sur un piston. Au bout d'un certain 
emps, la force avec laquelle notre corps presse le piston n'a 
)as diminué; loin de là, elle a grandi dans le rapport inverse 
lu carré de la distance qui sépare les deux masses agissantes ; 
îlle augmentera ainsi jusqu'à devenir théoriquement infinie, 
)récisément au moment où la masse mobile sera venue se 
précipiter sur le corps attirant, et où la continuation du mou- 
vement sera devenue impossible. 

Dans les trois exemples qui précèdent, nous voyons égale- 
ment un certain effet produit, avec cette différence que dans 
m cas la force motrice a disparu, que dans l'autre elle est 
*estée constante, que dans un troisième enfin elle a grandi, 
tfais dans tous les cas, pour une raison ou pour une autre, à 
>anir d'un certain instant, la continuation du mouvement est 
'avenue physiquement impossible. 

C'est donc une chose non seulement inexacte, mais, de plus, 
bsolument vide de sens, que de dire, comme on le fait quel- 
'ttefois, qu'une machine qui travaille consomme de la force. 

Une force, c'est un nombre de kilogrammes ; or une horloge 
^ consomme pas le poids qui lui a donné le mouvement; et 
i tious trouvons dans certains cas, comme dans l'exemple du 
assort, disparition de la force après qu'elle a produit son effet, 
lans d'autres cas, au contraire, la force croît en s'utilisant, elle 
initmême par devenir infinie, comme dans notre ti'oisième 
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. DKR PURCSS alKS LES NACHINGS. t^^ 

sentiel, c'est qu'il y a eu du iravail dépensé. Un poids P situé 
i la hauteur H au-dessus du sol peut développer un travail PH, 
Biais une fois à terre il ne pourra se retrouver en état de pro- 
duire à nouveau du iravail qu'en subissant à sou tour l'elfet 
d'une machine élévatoire quelconque. C'est un négociant qui 
a achmé des marchandises et dépensé de l'argent, il ne peut 
rentrer dans ses Tonds qu'en vendant les marchandises qu'il a 
Achetées, ou d'autres qu'il avait en magasin ('). 

Mais, après avoir porté ainsi au pasxi/ de la machine la 
dépense du travail qu'elle nécessite de la part du moteur, il 
est juste de porter à son actif le travail des résistances qu'elle 
a vaincues. En effet, il y a de ce côté effet utile produit; il y 
a gain, comme il y a dépense aux points où sont appliquées 
les puisTsances. Des barres de métal ont été étirées, forgées, 
limées; du grain a été réduit eu farine; on a lancé du vent dans 
UD fourneau pour produire certaines réactions chimiques, on 
a élevé des matériaux pesants, etc. \ et toutes ces opérations 
se sont accomplies malgré les forces qui s'opposaient aux 
mouvements que l'oulil était obligé de prendre, par suite de 
sa liaison géométrique avec le récepteur. Le travail de ces 
forces résistantes a été vaincu, etl'on a fait une certaine quan- 
tité A'ouvrage qui représente le bénéfice en vue duquel la 
niachine a été construite. 

Pour bien mettre en relief l'importance du rôle que joue 
dans une machine quelconque, aussi bien le travail moteur 
dépensé que le travail recueilli, nous dirons, au lieu de consi- 
dérer une machine comme un intermédiaire chargé de Irans- 
Daettre l'effort du moteur au point où est appliquée la résis- 
tance, que la machine a pour effet de Iransmeltre le travail 
du moteur au point où l'on a besoin de produire un travail 
résistant. 

Unité de travail. 



Quand on considère le Iravail au point de vue économique, 
< comme ce ^uE^e/Mi/e dans l'industrie, on est naturellement 

(■) SeaJeiucat, le ni;gociaiit réalise d'habitude du bénéfice sur se* opira- 
lîoiis. landis qu'en Mécanique e'esl le eontniire. Si noui coDitidérona une 
nonlre et le iravail qu'on dépende à lu remanier tous les joun, ce travail eit 
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2ci étant une fois admis pour les travaux développés par 
bute d'un poids, on peut mesurer à l'aide de cette unité 
■•avail d'un moteur quelconque, par exemple, celui d'un 
wal qui a fait parcourir à une voiture un espace de 5"" sur 
route donnée, en remplaçant le cheval par un poids, lais- 
:- la même chose s'effectuer, et mesurant le travail dévê- 
te. 

a même unité peut encore servir à comparer les travaux 
correspondent à l'exécution de deux ouvrages de nature 
trente; car, dans l'élévation du poids, on trouvera comme 
iédemment que le service rendu est proportionnel à PH, 
lu'il est égal à PH, si l'on adopte l'unité que nous venons 
léfinir. 

ette unité de travail industriel porte le nom de kilogram- 
re (*). Estimer une quantité de travail en kilogrammètres, 
it prendre pour mesure du travail industriel V énergie de 
'orce motrice, ou celle de la résistance vaincue, en em- 
yant pour un instant le vieux mot de Jean Bernoulli. Cette 
nomination, assez mal choisie d'ailleurs, a disparu du lan- 
ge scientifique, ou plutôt n'y a jamais été admise, et l'on dit 
jourd'hui le travail d'une force, pour désigner la quantité 
rement géométrique qu'on obtient en faisant le produit de 
ilensité de la force par la projection, sur sa direction, de 
space parcouru par son point d'application. Il est clair qu'à 
point de vue il n'y a pas d'unité de travail, pas plus qu'il 
ï a d'unité de masse ou d'unité de vitesse. Le produit de 
ux facteurs est égal à i, quand chaque facteur est sépa- 
rent égal à son unité ; c'est là une chose dans laquelle il n'y 
ien d'arbitraire, tandis que l'adoption d'une unité implique 
cessairement la liberté du choix. 



*) On définit assez souvent le kilogrammèLre en disant que c'est le tra- 
1 nécessaire pour élever i^« à i" de hauteur. En réalité, un moteur quel- 
ique, pour produire ce résultat, développera, dépensera une quantité de 
vail qui variera selon la manière dont il s'y prendra. Cette quantité, 
mme nous le verrons, ne saurait descendre au-dessous de i''»"», et, dans 
as les cas, le service rendu, ce qu'on doit payer à l'homme qui élève des 
ids, ou au propriétaire de la machine chargée de cet office, est propor- 
înnel au produit PH. Tant mieux pour l'ouvrier qui exécute cette opéra- 
on dans des conditions plus avantageuses pour lui que son voisin. 
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CHAP. I. — TRAVAIL DES FORCES DANS LES MACHINES. 1^9 

Considérons d'abord le cas d'un point matériel en mouve- 
ment SOUS l'action d'une force F; on a pour l'accélération 
totale 

m 

L'accélération tangentielle -r est la projection de J sur la 

tangente; donc 

dv F 



1= — cosF, ds, 



dt m 



d'où 



Or on a 



mdv ZL-F dt cosF, ds. 



ds 



Multiplions ces équations membre à membre, nous aurons 



(i) mç dv ^=.1^ ds co^Y y ^5 — TcF. 

Ainsi, le travail élémentaire de la force F, appliquée à un 
point matériel en mouvement, est égal à la différentielle 
de \mv^. 



Cela posé, il est évident que la projection F cosF, ds a une 
valeur déterminée en chaque point M de la trajectoire du 
point mobile, position définie, comme nous l'avons vu en 
Cinématique, par la grandeur et le signe de l'arc s qui sépare 

le point M de l'origine des espaces; donc FcosF, <i5 esi une 
fonction de Sy connue ou non; on peut donc concevoir qu'on 
calcule l'intégrale 



/ 



<i5.FcosF, ds 



entre deux positions du mobile Mo et M séparées par un 
intervalle de temps quelconque t. C'est cette intégrale qu'on 
appelle le travail total de la force F pendant le temps t, ou 
pour le parcours s — Sq, On peut ainsi mettre l'intégrale de 
l'équation (i) sous la forme 

(2) TFr^im(r2— (^2)- 
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Or, le produit mv^ a reçu le nom Ae force vive. Donc : l^^î 

Théorème. — Pendant un temps quelconque^ le travail iitWj^;^ 
la résultante des forces qui agissent sur un point matérid mr^ 
(ou la somme des travaux de toutes les forces directemaii\^\ 
appliquées à ce point) est égal au demi-accroissement de k 
force vive de ce point' matériel. 

En considérant le point dont la masse est m comme fsdsut 
partie d'un système matériel quelconque» il y a lieu, comme 
on sait, de distinguer, parmi les forces appliquées à Cf point, 
les forces F, qui sont extérieures au système, et les force» 
que nous appelons intérieures. Alors, en faisant la somme 
des équations telles que (2), nous aurons Texpression analy- 
tique générale du théorème du travail pour un système maté- 
riel quelconque, 

(3) ^Imi'^-'^Lni^i^'^Tf + '^Tf, 

On appelle/orce vive totale du système la somme des forces 
vives des divers éléments de ce système, et Ton énonce réqot- 
tion (3) de la manière suivante : 

Théorème général. — Dans tout système matériel en mouve- 
mentf le demi-accroissement de la force vive totale est égala 
la som^me des travaux des forces, tant intérieures qu* exté- 
rieures, appliquées aux différents points de ce système. 

Ce qui fait le grand intérêt de ce théorème, c'est qu'il peut 
être démontré, comme nous l'avons fait, avant d'avoir abordé 
la Dynamique. L'équation que l'on trouve ainsi, presque sans 
calcul, et qui établit une certaine relation entre les forces 
appliquées à un système quelconque et les vitesses des diffé- 
rents points en mouvement, cette équation, dis-je, est suffi- 
sante pour établir la théorie des machines. 

Nous allons, en effet, montrer que, quelle que soit la con- 
stitution intime d'une machine, quel que soit le moteur qoi 
lui soit appliqué, et l'ouvrage qu'elle est appelée à exécuter, 
il existe des règles générales, qui sont vraies pour toutes les 
machines imaginables, et dont la connaissance est absolument 
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indispensable aux mécaniciens de tous les ordres. Ces règles 
se déduisent toutes de notre équation (3). Nous n'épuiserons 
pas d'ailleurs, en ce moment, toutes les conséquences ren- 
fermées dans cette équation, et nous exposerons seulement 
ici les points les plus importants de la théorie des machines, 
en réservant pour la partie du Cours consacrée à la Dyna- 
mique proprement dite l'étude des phénomènes les plus 
délicats. 

Quand nous avons étudié les machines en Cinématique, en 
nous bornant au point de vue purement géométrique, nous 
avons reconnu dès Tabord une immense variété de méca- 
nismes, différant les uns des autres par la nature des éléments 
employés (solides, liquides, gaz, cordes ou courroies, etc.), 
par la disposition des organes, enfin et surtout par la nature 
de Teffet final, c'est-à-dire du mouvement géométrique pro- 
duit. 

II est résulté de là un certain embarras pour la classification 
et rénumération de tous ces engins. Quant à leur théorie 
géométrique, nous avons dû nous borner à donner quelques 
théorèmes plus ou moins généraux, et chaque question parti- 
culière doit être traitée d'une manière distincte par le moyen 
des procédés et des ressources de la Géométrie ordinaire et 
de la Géométrie analytique. 

4u contraire, dès que nous nous proposons de rechercher 
comment ces organes si différents reçoivent et transmettent 
l'action des divers moteurs que la nature met si libéralement 
à notre disposition, tout s'éclaircit, se simplifie, s'unifie. La 
théorie de toutes les machines se réduit au théorème unique 
que nous venons de démontrer. 

§ III. — Théorie de la transmission du travail 

DANS les machines. 

Reprenons notre équation (3), et, parmi les travaux de 
toutes les forces dont la somme algébrique figure au deuxième 
membre, désignons par T^ le travail moteur reçu par la 
machine pendant la période que l'on considère, c'est-à-dire 
a somme de tous les travaux élémentaires positifs, et par T 
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le travail résistant, c'est-à-dire la somme, prise positivement, 
de tous les travaux élémentaires négatifs. Nous écrirons alors 

( i) V \ niK-' - V 1 nnl -_ T« - T.. 

La machine étant supposée à liaisons complètes, ce qui est 
le cas le plus général, les rapports des vitesses de tous les 
points sont déterminés par des lois purement géométriques, 
que nous avons établies dans la Cinématique. Par suite, les 
vitesses des différents points s'expriment en fonction des 
coordonnées qui fixent la forme et la position du système, et 
de la vitesse d'un seul point choisi à volonté. L'équation (4) 
donne cette dernière vitesse à un instant quelconque, si Ton 
connaît pour cet instant la somme des travaux de toutes les 
forces, à partir d'un instant initial arbitraire. 

Pour étudier au moyen de cette équation les circonstances 
principales de la marche d'une machine, nous distinguerons 
les trois périodes suivantes. 



Première période. - Mise en train de la machine. 

Considérons le moment où, la machine étant en repos, on 
commence à lui appliquer l'action de son moteur. 

La machine se met en marche, surmonte les résistances 
qui lui sont appliquées, accomplit un certain travail, et en 
même temps, comme condition nécessaire de son fonctionne- 
ment, elle fait prendre à ses pièces des vitesses qui généra- 
lement doivent être maintenues dans de certaines Hmites 
pour que la besogne soit bien faite. 

Pour cette première période, l'équation doit s'écrire 



2; 



- niv' --T,;i — T,., 



puisque les vitesses initiales des diverses parties de la ma- 
chine, représentées d'une manière générale par t^o» sont toutes 
nulles. 
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)e là nous tirons 



•r,=T.-Ti 



mç^. 



)onc, dans celle première période, le iravailrésislanl vaincu 
:• la machine est plus petit que le travail moteur, et il lui est 
érieur d'une quantité 



;2 



7m>' 



ûe à la demi-somme des forces vives acquises par les diffé- 
ites pièces de la machine. 

5i donc le travail résistant qu'il s'agit de vaincre est constant 
fis l'unité de temps, il faudra, dans cette première période, 
velopper un travail moteur plus considérable que ce travail 
listant. 

5'il s'agit d'un moteur animé, il faudra donner un coup de 
lier; s'il s'agit d'une machine hydraulique ou à vapeur, le 
icanicien qui la conduit devra donner plus d'eau à la pre- 
ère, plus de vapeur à la seconde, et cela jusqu'au moment 
, la machine ayant atteint sa vitesse normale, le travail va 
^enir régulier. 

Deuxième période. - Tras>ail normal, 

iu point de vue du travail normal, on doit distinguer trois 
sses principales de machines : 

•* Pour celles de la première classe, le mouvement, une fois 
:lé, est uniforme. Tels sont les moulins à blé, les métiers 
is par une roue hydraulique, et un grand nombre d'autres 
chines, caractérisées en général par cette circonstance que 
lies les pièces, sauf peut-être quelques organes accessoires, 
isèdent un mouvement de rotation continu et uniforme. 
Jne fois ces machines arrivées à leur vitesse de régime, leur 
ce vive ne varie plus d'une manière sensible, et l'on a pour 
intervalle de temps quelconque 

Tni — T,. — o. 
2** Dans les machines de la deuxième classe, le mouvement 
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des diverses pièces, pendant la marche régulière, s'accélère 
et se ralentit alternativement, mais de telle manière que la 
vitesse de chacun des points de la machine reste toujours com- 
prise entre certaines limites, et que la vitesse de tout le sys- 
tème se retrouve identiquement la même, à des intervalles 
réglés. C'est ce qu'on observe, par exemple, dans les pompes, 
les machines à vapeur, les souffleries, etc. 

Considérons des époques correspondantes de ces intervalles 
successifs, de ces périodes de temps, tours ou révolutions qui 
se succèdent, et qui sont telles qu'au commencement et à la fin 
de chacune d'elles les vitesses des diverses parties sont les 
mêmes : il est clair que si l'on applique l'équation du travail 
qui a lieu pour un intervalle quelconque, depuis le commen- 
cement jusqu'à la fin de cette période, le premier membre de 
l'équation générale est égal à zéro, et par conséquent le second 
l'est aussi; donc le travail moteur T^ développé pendant une 
période, ou pendant un nombre quelconque de périodes, est 
égal au travail résistant vaincu T,.. 

Ainsi, quoique T,„ et T,. ne soient pas égaux pour chaque 
élément de temps, l'égalité de ces quantités peut être regardée 
comme existant en moyenne, pendant toute la durée de la 
marche régulière de la machine. On peut donc écrire, pendant 
toute la durée du travail normal de la machine, l'équation 



(2) T, 



nf 



3^ Cette relation serait encore très approximative quand 
même le mouvement de la machine ne présenterait pas une 
périodicité régulière, comme dans les locomotives, par 
exemple, et dans beaucoup d'autres machines. En effet, si 
nous considérons deux instants séparés par un intervalle suf- 
fisamment grand, il est bien évident que la force vive ne 
saurait croître au delà d'une certaine limite, et que par con- 
séquent la quantité 



^2 ^2 



-m,l. 



si elle n'est pas nulle, ne peut dépasser une certaine limite po- 
sitive ou négative, plus ou moins élevée, selon les cas, mais 
toujours bien déterminée. 
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Au contraire, la machine ne cesse pas de vaincre des résis- 
tances, et par conséquent de consommer du travail moteur; 
donc, les deux termes T^ et T,. croissent tous les deux et peu- 
vent dépasser une grandeur quelconque assignée à Tavance, 
pourvu que l'on considère un temps suffisamment long. 

Or, l'équation du travail nous apprend que la différence entre 
ces deux termes conserve une valeur toujours assez petite; on 
a donc, avec une faible erreur relative, 



m 



T.. 



Donc, en général, on peut dire que, pendant la marche nor- 
male d'une machine quelconque, il y a égalité entre le travail 
moteur développé et le travail résistant vaincu. Ce résultat est 
indépendant de la vitesse de la machine. 

Troisièjhe période. — Arrêt de la machine. 

Supposons enfin que nous cessions de fournir du travail 
moteur à la machine. Les résistances continuant à agir, le 
mouvement se ralentira peu à peu, pour cesser au bout d'un 
certain temps. Nous avons pour la période d'arrêt de la 
machine l'équation 



T, =: -^ i mv\ 



les vitesses finales étant toutes nulles et les vitesses initiales 
étant précisément celles de la fin de la première période, 
lesquelles se sont conservées sans altération pendant toute 
la durée de la seconde, comme il a été expliqué. On déduit 
delà 



(3) T,:=25 



2 



Le travail résistant qu'on produit ainsi sans dépenser de 
travail moteur est précisément égal au travail moteur dépensé 
en trop dans la période de mise en train. 
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Théorème de la transmission du travail. 

Faisons la somme des trois équations obtenues séparément, 
nous aurons en définitive 






De telle sorte que, quelles que soient les variations du mou- 
vement de la machine, le travail développé par les forces 
mouvantes qui lui sont appliquées pendant tout le temps 
qu'elle est en marche est toujours égal au travail développé 
dans le même temps par les forces résistantes. 

Ce théorème remarquable est connu sous le nom de théo- 
rème de la transmission du travail. 

Il consiste essentiellement en ce que, quelles que soient la 
multiplicité et la disposition des organes d'une machine 
(toutes choses qui permettent de modifier d'une manière 
véritablement merveilleuse la direction, la grandeur et le 
mode d'action d'une force quelconque, en même temps que 
les vitesses des différents points soumis à celte action), il y a 
pourtantunechosesurlaquellenous n'avons aucune influence: 
c'est la quantité de travail à développer; cette quantité doit 
toujours être rigoureusement égale au travail des résistances 
à vaincre (*). 

( * ) C'est ce que le P. Mersenne fait parfaitement sentir dans le petit ouvrage 
déjà cité à l'occasion de la théorie des machines en équilibre : 

« Avant que d'entreprendre la spéculation des instruments de la Mécha- 
nique, il faut remarquer en général les commodités et les profits que l'on 
peut en tirer, afin que les artisans ne croient pas qu'ils puissent servir aux 
opérations dont ils ne sont pas capables, et que l'on puisse lever de grands 
fardeaux avec peu de force; car la nature ne peut être trompée ni cédera 
ses droits, et nulle résistance ne peut être surmontée que par une plus grande 
force. » Nous dirions aujourd'hui, pour être plus corrects : que par une force 
développant un travail plus grand. 

« Il faut donc ici considérer quatre choses, à savoir : le fardeau que l'on 

veut transporter d'un lieu à un autre, la force qui doit le mouvoir, la dis- 
tance par laquelle se fait le mouvement, et le temps dudit mouvement, parce 

qu'il sert pour en déterminer la vitesse ; de sorte que/ si l'on suppose telle 

résistance, telle force et telle distance déterminée que l'on voudra, il n'y a 
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Forme définitive de l'équation du travail. 

Le théorème fondamental de l'égalité entre le travail moteur 
et le travail résistant n'est vrai que si l'on a soin de tenir 
compte, dans l'évaluation de ce dernier élément, des résis- 
tances de toute nature qui tendent à s'opposer au mouvement 
de la machine. Or, au point de vue économique, industriel, 
il y a lieu de diviser ces résistances en deux catégories bien 
distinctes, comprenant : 

D'une part, les résistances utiles, c'est-à-dire celles qui 
correspondent à l'ouvrage même que la machine est destinée 
à exécuter. 

D'autre part, les résistances qui se développent dans la 
machine par suite de son mouvement (comme les frottements 
entre les pièces solides dont la machine est formée ), résistances 
qui n'ont rien de commun avec le travail en vue duquel la 



nul doute que la force requise conduira le fardeau à la distance donnée, quoy 
que ladite force soit très-petite, pourvu que l'on divise le fardeau en tant de 
parties que la force puisse en mouvoir une, car elle les transportera toutes 
les unes après les autres; d'où il s'ensuit que la moindre du monde peut trans- 
porter tel poids que l'on voudra. 

» Mais l'on ne peut dire à la fin du transport que l'on ayt remué un grand 
fardeau avec peu de force, puisqu'elle a toujours esté égale à chaque partie du 
fardeau : de manière que l'on ne gaigne rien avec les instruments, d'autant 
que si l'on applique une petite force à un grand fardeau, il faut beaucoup 
de temps, et que si Ton veut le transporter en peu de temps, il faut une 
grande force 

» Néanmoins les machines sont utiles pour mouvoir de grands fardeaux 
tout d'un coup sans les diviser, parce que l'on a souvent beaucoup de temps 
et peu de force ; c'est pourquoy la longueur du temps récompense le peu do 
force. Mais celuy-là se tromperait qui voudrait abréger le temps en n'usant 
que d'une petite force, et montrerait qu'il n'entend pas la nature des ma- 
chines, ny la raison de leurs effets, etc. 

» Or, il faut conclure de tout ce discours que Von ne peut rien guigner 
en force qu'on ne le perde en temps^ etc. » 

{Les Méchaniques de Galilée. Chap. I" : De l'utilité des machines.) 

Il est impossible de mieux faire ressortir l'importance capitale de ce grand 
principe, que l'observation attentive retrouve dans toutes les machines, et 
qui constitue tout ce qu'il faut ajouter aux considérations de Géométrie 
pure pour avoir la théorie complète d'une machine quelconque. 
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machine est employée; elles sont désignées sous le nom de 
résistances passives (*). 

Soient T le travail des résistances utiles, Tp celui des rési- 
stances passives, on a 

T,. ^-. T -H Tp, 

et Ton écrit ordinairement Téquation du travail sous la forme 

d'où nous tirons 

T = T,„ - -^P -[^\ nt,- -2 î '^'^0 • 

équation qui, si l'on considère un intervalle de temps suffi- 
samment grand, se réduit, comme nous l'avons vu, à 

T — T — T 

Le travail utilisé par la machine est donc toujours inférieur 
au travail moteur dépensé, puisqu'il est égal à ce dernier, 
diminué du travail des résistances passives. 

Du rendement d'une machine, — On appelle effet utile, ou 
rendement d'une machine, le rapport du travail utilisé au tra- 
vail dépensé, c'est-à-dire la fraction 

j-_ ^^ ^p , __ ^p / î \ 

rp ^ rp V /• 

m. ■■- /w *■ i 



m *■ m * m 



(*)Ces résistances sont doublement nuisibles, d'abord parce qu'elles con- 
somment inutilement du travail moteur, ensuite parce que ce travail absorbé, 
devant toujours se retrouver balancé dans le budget d'une machine par une 
quantité équivalente de résistances vaincues, et se trouvant complètement 
perdu pour l'effet utile, est employé uniquement à user les diverses pièces, à 
échauffer les organes ou à développer des vibrations qui se transmettent aux 

supports et nuisent à la régularité du travail de l'outil. 

T_ 
( " ) Le rendement est égal à i — ~ ? de sorte que la détermination de cette 

m 

quantité exige que nous étudiions d'une manière complète les différentes 
causes des résistances passives qui diminuent ce rendement et le rendent 
plus ou moins inférieur à l'unité. 
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! C'est là l'éléraenl le plus imporlant qu'on ail à considérer 
dans les machines, quoique cependant ce ne soit pas ic>scul; 
car d'au 1res choses, telles que la l'acililé de déplacement delà 
machine, la perfection du travail, l'économie de frais de con- 
struction et d'entretien doivent entrer en ligne de compte. 

Le rendement d'une machine s'exprime par une fraction { 
donnée ordinairement en centièmes, dont la grandeur per- 
mettra d'apprécier la bonté de la machine cl l'importance des ' 
perfectionnements qui restent à l'aire. 

Disons dés maintenant qu'on estime comme excellentes, 
sous le rapport de l'effet utile, celles qui rendent en travail 
les o,5o ou 0,60 de la quantité d'action absolue dépensée par 
le moteur, et qu'il en existe un grand nombre, précisément 
celles qui se distinguent par la complication et la multiplicité 
des rouages, qui ne reiideiiL pas même i\ ou ^\; de celle quan- 
tité d'action. 



§ IV. - Etuue d'un AVÀHi-i'HOJi"r i>e machinu. 

Les considérations qui précèdent suflisent pour l'aire com- 
prendre la marche à suivre quand il s'agit d'arrêter sommaire- 
ment les éléments principaux d'une machine, d'en faire Vavant- 
proj'ei. 

Du moteur. — Connaissant la quaulilé de li'avail résistant 
qui doit être vaincue dans l'unité de temps, on connaît par 
cela même la quantité de travail moteur à développer dans le 
même temps, c'est-à-dire la force de la machine en chevaux. 
Le nombre qui correspond au travail des résistances utiles 
devra être multiplié par un certain coefficient, inverse de celui 
que nous avons appelé le rendement. 

Quant à la nature du moteur, au point de vue mécanique 
elle est indifférente; c'est uniquement aux conditions écono- 
miques spéciales dans lesquelles on se trouvera placé qu'on 
devra faire appel pour fixer son cboi\ entre les divers moteurs 
dont on peut faire usage. 

^Iiu récepteur. - Les récepteurs sont les premières pièces 



^gdlfu receptcu, 
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mobiles qui fassent partie de la machine propremenl dite : ils 
sont en liaison directe avec le moteur d'une part, avec la trans- 
mission de l'autre. 

Pour chaque moteur en particulier, il faut étudier les divers 
récepteurs connus. Cette étude se fait dans tous les Cours de 
Mécanique; elle détermine les appareils qui doivent être con- 
damnés d'une manière absolue, et ceux parmi lesquels on 
pourra choisir suivant les cas et qui permettent le mieux à 
l'agent moteur de développer son action en raison de sa nature 
et de sa qualité. 

Ce n'est pas tout : le choix du récepteur une fois arrêté, 
nous verrons qu'il existe pour chacun de ces organes une vi- 
tesse de régime, une allure normale dont il n'est pas possible 
de s'écarter beaucoup, sans diminuer, en général, notablement 
le rendement de la machine. La vitesse du récepteur peut donc 
être considérée comme connue a priori, indépendamment de 
la machine à mettre en mouvement et de l'ouvrage à faire. 

De l'opérateur, — De même l'outil à employer, la vitesse 
avec laquelle il doit fonctionner sont deux choses déterminées 
par la considération de l'économie du travail, mais surtout 
par celle de la bonne exécution de l'ouvrage; dans tous les 
cas, par des considérations dans lesquelles n'entre pour rien 
le reste de la machine. L'étude des machines-outils doit être 
à peu près réservée aux praticiens. 

De la transmission. — Nous avons déterminé séparément la 
vitesse du récepteur et celle de l'outil; le rôle de la transmis- 
sion est d'établir entre ces deux organes un rapport de vitesses 
égal au rapport fixé dans l'avant-projet. Les ressources offertes 
par la Cinématique pour résoudre ce problème peuvent être 
considérées comme indéfinies, et Ton n'aura pour ainsi dire 
jamais à se préoccuper de cela dans la fixation des vitesses 
les plus convenables pour le récepteur et pour l'outil. 

C'est dans la transmission de mouvement que réside l'utilité 
de la machine : on peut, au moyen d'organes convenablement 
disposés, transformer et modifier de mille manières le travail 
fourni par un moteur quelconque. Cependant il ne faut jamais 
abuser de ces organes qui, en même temps qu'ils facilitent la 
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ribution du travail, augmentent Ic^s résislar 
|. conséquent climinuent le travail ulilisé. 



Du r, 



nijor 



e.{% 



Kous avons vu que, dans la plupart des machines, le travail 
teur n'est pas à chaque instant égal au travail résistant cor- 
^ondanl. Tantôt il le surpasse el tantôt il en est surpassé; 
e suite, la machine s'accélère et se ralentit périodiquement, 
tDanière à gagner ou à perdre dans un temps donné une 
faiité de force vive précisément égale au double de l'excès 
pif ou négatif du travail moteur sur le travail résistant pen- 
ïle même temps. 

p, il est généralement important, quand une machine est 
lïoée à marcher pendant un temps un peu long, que son 
hvement s'écarte le moins possible de l'uniformité, 
t effet, dans les machines qui possèdent le mouvement 
Porme, et où les puissances el les résistances agissent d'une 
jière continue et avec la même intensité d'action, les pièces 
ionduisent toujours de la même manière et demeurent sans 
be en contact, sans éprouver aucune secousse nuisible, 
Itin changement brusque de vitesse; et comme les quantités 
S'âctions élémentaires reçues el transmises par chacune d'elles 
sont égales et constantes, ou qu'il y a équilibre à chaque in- 
stant, de même que pour la machine entière, les chances de 
destruction sont moindres et l'on peut apprécier dans chaque 
cas les eûorts supportés et la solidité ma&imum qui convient. 
De plus, comme il existe pour chaque moteur une vitesse 
du point d'application qui rend le travail communiqué à la 
machine un maximum, et que la qualité et la quantité du tra- 
vail des outils dépendent aussi de leur vitesse et surtout de 
la constance de cette vitesse, on voit que le cas le plus avan- 
tageux possible sera celui où les vitesses des pièces extérieures 
de la machine seront telles que le réclame chaque genre de 
moteur et de travail, el resteront invariables pendant le mou- 



itrait, pour la plus grande partie, des Leçons 
l'École d'Application de Metz. 
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vemenl aussi bien que celles des pièces intermédiaires. 

Dans les machines dont le mouvement est variable d'one 
manière sensible, le contraire de tout cela a lieu, sans comp- 
ter les autres inconvénients qui peuvent y être attachés. Ainsi, 
par exemple, il pourrait arriver que le mouvement ne pût 
aucunement naître ou s'entretenir, parce que, l'action du 
moteur étant intermittente, il y aurait des instants où, celle-ci 
ayant toute sa valeur tandis que l'autre a atteint le maximum 
de la sienne, le mouvement de la machine ne pourrait s'entre- 
tenir au passage de ces points morts. 

Même en supposant que le mouvement puisse naître et s'en- 
tretenir, il n'en résulte pas moins de son état variable que la 
machine ne travaillera pas sous les conditions les plus avanta- 
geuses possibles, et que ses différentes pièces éprouveront 
des secousses, des pressions et des dépressions qui altéreront 
leur constitution et absorberont inutilement une portion du 
travail moteur. 

D'après ces divers inconvénients du mouvement varié, il 
semblerait qu'on dût y renoncer dans toutes les applications à 
l'industrie et se borner uniquement aux moyens qui permet- 
tent l'uniformité rigoureuse du mouvement, ce qui réduit à 
n'employer, même pour le récepteur et l'outil, que des pièces 
de rotation, des courroies sans fin, et à proscrire toute action 
intermittente de la part du moteur ou de la résistance. C'est 
à quoi tendent tous les efforts des bons constructeurs et des 
mécaniciens instruits; mais, quoiqu'on ait résolu la question 
pour plusieurs machines importantes d'une manière suffisam- 
ment approchée, il n'y a pas d'espoir qu'on puisse le faire pour 
toutes. La nature du moteur et du travail à faire, souvent même 
des circonstances de localité, et principalement trop de sujé- 
tion dans l'exécution matérielle, trop de dépense, s'opposeront 
à ce qu'on atteigne le but d'une manière satisfaisante; du 
moins, on doit chercher à s'en approcher le plus possible dans 
chaque cas particulier. , 

Pour cela, on doit d'abord chercher à supprimer autant 
que possible les causes du mouvement variable, c'est-à-dire 
rendre aussi uniformes que l'on pourra l'action de la puis- 
sance et celle de la résistance, et, dans le cas où cela ne sera 
pas possible, faire en sorte que les variations de ces deux 
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potités soient corrélatives, de manière que, dans un lemps 
^é, il y ait toujours égalité enli-c le travail moteur et le 
il résistant. 

ti'c les deux causes de mouvement variable que i 
pns de signaler, il en existe une troisième correspondant 
i distribution dissymétrique des pièces un peu massives qui 

t dans la composition de la macliine. 
ionsidérons les roues non centrées, les pièces îi mouvement 
^natir rectiligne ou circulaire ; elles ont un double effet 
teible dans les macbines : 

pLe poids de ces pièces produit alternativement un travail 
"ïtir et négatif, selon que leur centre de gravité s'élève ou 
, et le terme correspondant, en s'ajoulanl ainsi tantôt 
travail moteur, tantôt au travail résistant, ajoute un nouvel 
Oient au;i causes d'irrégularité inhérentes à la nature même 
a puissance et de la résistance. 
' La présence de ces mêmes pièces se manifeste t 

autre influence bien plus nuisible, en ce sens qu'elles 
réduisent dans l'expression de la force vive du système des 
nés variables dont l'effet perturbateur croît rapidement 
a grandeur des masses mises en jeu, et plus rapidement 
Wfe avec la vitesse dont ces masses sont animées. 
t science du mécanicien est de faire en sorte que ces 
s causes d'irrégularité se combattent mutuellement et 
npensent le plus exactement qu'il est possible. Quand on 
misé tous ses moyens d'action dans cette voie, il faut du 
s faire en sorte que les excès périodiques du travail mo- 
r sur le travail résistant et du travail résistant sur le travail 
leur ne se traduisent pas par une trop grande accélération 
retard du même ordre de grandeur. On arrive à ce 
ialtat par l'emploi des vnlants. 



Défi 



filants. 



En volant est une grande roue fixée à l'un des arbres lour- 

s de la machine, et préférablement à l'un de ceux dont la 

ftgseestle plus considérable. Pour bien nous rendre compte 

Btnode d'action d'un volant, faisons abstraction des r 
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des autres pièces de la machine, et supposons que, pendant 
un intervalle de temps déterminé, il y ait un certain excès du 
travail moteur sur le travail résistant. 

D'après ce que nous savons, la force vive du volant reçoit 
pendant le même temps un accroissement numériquement et 
algébriquement égal au double de cet excès. Or, si Ton assi- 
mile ce volant à un anneau dont la masse est M et dont le 
rayon est égal à R, on aura pour la force vive du volant, w étant 
la vitesse angulaire de Tarbre, 

et pour l'accroissement de cette force vive, pour un accrois- 
sement w'— co de vitesse, 

MR2(co'2_co«)=.MR2(w-Hw')(w'— w). 

On voit que, la variation de force vive étant donnée, la diffé- 
rence Cl)'— w sera d'autant plus petite que les trois autres fac- 
teurs seront plus grands, d'où l'on conclut que : 

Un volant est d'autant plus puissant qu'il a une plus grande 
niasse et un plus grand rayon et qu'il tourne avec une vitesse 
angulaire plus considérable, 

La quantité MR* s'appelle le moment d'inertie du volant. 

Nous verrons plus tard la théorie des volants. Dès à présent, 
on peut observer que ces appareils servent à resserrer entre 
des limites convenables les variations de vitesse d'une ma- 
chine. Ce sont, suivant l'expression usuelle, des réservoirs de 
force vive ou de travail, l'emmagasinant quand la force mo- 
trice l'emporte, la restituant lorsque la résistance devient 
prédominante, le tout sans varier beaucoup de vitesse. 

Dans tout ceci, nous avons supposé la machine réglée de 
manière que son mouvement se compose de périodes régu- 
lières pendant chacune desquelles le travail moteur soit égal 
au travail résistant. 

Ceci exige évidemment que, du moment que la vitesse nor- 
male est atteinte ou que la première période est terminée, on 
change le mode d'action du moteur de manière à lui faire 
développer moins de travail dans l'unité de temps (la résis- 
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étant supposée constante) que quand ce itioleur avait 
|fieulenient à vaincre la résislaoce, mais à faire acquérir à 
chine sa force vive normale, 

moEeurs animés se règlent d'eux-mêmes; les autres 
iiit ordinairement l'intervention d'un mécanicien. Celte 
'enlion est aussi indispensable quand il arrive acciden- 
it un accroissement ou une diminution de travail 
., distincte des variations qui se produisent régulière- 
par suite do la péiiodicité du mouveinenl. Dana ce cas, 
ml a bien pour effet d'empêcher que celle variation 
trop notablement la vitesse du régime, mais il n'en est 
loins vrai que celte vitesse serait cliangée pour un temps 
long, jusqu'à une perturbation en sens contraire dont il 
ipossibje de prévoir l'époque, si le mécanicien n'inter- 
it pas pour rétablir l'égalité troublée entre le travail mo- 
et le travail résistant, 
i verrons aussi qu'il existe certains appareils dils régu- 
; au moyen desquels une machine quelconque règle 
d'elle-même la quantité de travail moteur qu'elle doit dépen- 

tde manière à maintenir sa vitesse dans de bonnes limites, 
chent le mouvement perpétuel, c'est-à-dire qui se pro- 
nl de trouver une maclime à l'aide de laquelle on puisse 
produire du travail utile sans dépense de travail moteur, ou 
au moins produire une quantité de travail utile plus grande 
que la quanlité de travail moteur dépensée. L'étude des solu- 
tions proposées est assez curieuse. Beaucoup d'entre elles 
consistent à fournir à la machine une certaine force vive plus 
ou moins considérable, en dépensant une certaine quantité de 
travail moteur. On emploie un volant très lourd qui peul, en 
se ralenlissant, c'est-à-dire en perdant sa force vive, restituer 
une partie du travail moleur qu'il a reçu et surmonter des 
résistances tant qu'il lui restera de la force vive. 
J'ai dit que le volant ne restitue qu'une partie du travail 
1 dépensé pour le mettre en mouvement. En effet, c'est 



Impossibilité du uiouveinent perpétuel. 



j^^^ii a dépensé 
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un banquier toujours disposé à échanger du travail contre de 
la force vive, et inversement; mais, sous prétexte de résis- 
tances passives, il ne manque jamais de retenir tant pour 
100 sur chaque opération, de sorte qu'il ne faut jamais 
recourir à son ministère que quand il est impossible de faire 
autrement. 

Mais, dans tous les cas, le travail que la machine peut vaincre 
a toujours une limite qu'on ne saurait dépasser, limite mar- 
quée par la demi-force vive acquise, c'est-à-dire par le travail 
moteur primitivement dépensé. 

On emploie d'ailleurs avantageusement une disposition de 
ce genre quand on veut, au moyen d'une puissance médiocre, 
surmonter une résistance très considérable, mais qui ne 
s'exerce que pendant un temps très court. Exemples : balan- 
cier à battre la monnaie, presse à timbre sec, etc. 

Dans ce cas, l'addition d'un volant permet d'accumuler dans 
la machine en mouvement une force vive considérable, sans 
qu'il se produise en même temps une grande vitesse qui serait 
nuisible à l'action du moteur; et lorsque la résistance se pré- 
sente, la machine la surmonte en vertu de la force vive qu'elle 
possède. 

Le volanifonctionne dans ce cas comme une caissed'épargne; 
mais il ne faut pas oublier qu'en général ces appareils sont fort 
lourds et qu'ils augmentent dans une forte proportion les 
résistances passives de la machine. La tendance est aujour- 
d'hui de les réduire autant que possible en régularisant sépa- 
rément l'action de la puissance et celle de la résistance. On a 
ainsi l'avantage de pouvoir, en cas de danger, arrêter presque 
instantanément la machine qui n'est pas animée d'une force 
vive bien considérable. 

Mais revenons au mouvement perpétuel. 

D'autres machines sont plus ingénieuses; elles mettent en 
jeu les agents naturels les plus divers, les ressorts, le calo- 
rique, l'électricité, le magnétisme; le plus fort peut s'y 
laisser prendre. Mais dès qu'on s'aperçoit qu'une combi- 
naison quelconque conduit au mouvement perpétuel, si bien 
déguisé qu'il soit, il faut s'empresser de condamner le tout 
sans appel. 

C'est même une méthode, sinon bien philosophique, du 
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o.-irfaiteiuent sùre, suivanl moi, que celle qui consiste 
lontrci- certaines lois physiques assez difficiles à établir 
iinentalcmenl, en faisant voir que leur négative condui- 
.ssairement au mouvement perpétuel. On peut ainsi 
• lie l'impossibilité du mouvement perpétuel comme 
[ixiome très commode dans un grand nombre de cas. 
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^présentant l'inlensilé de la force qui s'exerce entre deux 
Bints mobiles, el dr la varialion de la dislance de ces deux 



1 trois cas limites tout à fait théoriques pour lesquels 
^ermeestnul : fie cas des corps paifaîtenient solides, parce 



..e/. 



fdr = o; a" le cas des corps liquides 

gardés comme incompressibles el sans cohésion, parce tju'a- 
ta, s'ils sont comprimés, rf/'=o; s'ils ne la sont pas,/ — o, et, 

ns les deux cas, / fdi-^^o; 3" le cas des corps parfaitement 

stiques. En effet, le travail résistant produit par l'action 

1 corps sur un corps élastique est toujours détruit par le 

jjvail de signe contraire que produit ce corps en reprenant 

Bforme primitive. Ces trois cas étant absolument tliéoriques, 

■ons toujours des résistances passives dont nous 

tvons étudier l'action. 

iNous commencerons, dans ce Cours de première année, par 

t frottement, la résistance au roulement et la roideur des 

&des;dansle Cours de la seconde année, nous terminerons 

Hte théorie par l'étude du choc et par celle de la résistance 

s milieux. 

§ V. ~- Lois DU FROTTEMENT. 



I L'expérience prouve que, quand un corps est appuyé sur un 

bn el qu'on cherche, on eserçanl un effort tangentiel, à 

pre glisser le corps sur le plan, il faut pour cela une force 

jiérieure à une certaine limite déterminée dans chaque cas. 

tt même, lorsque le corps a commencé à glisser sur le plan 

feile supporte, on a besoin, pour entretenir son mouvement 

piforme, de lui appliquer constamment une certaine force 

V traction, sans quoi le corps ne tarde pas à s'arrêter. 

^Considérons le corps au moment où il est équilibré sous 

^fluence d'une force qui l'appuie sur le plan P, et d'un effort 

Igentiel F (Ji^. 56). La réaction du pian doit être égale et 
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opposée à la résultante de ces deux forces. Donc ce plan, outre 
la réaction normale que nous avons considérée seule jusqu'ici, 
est susceptible d'exercer sur les corps une réaction tangen- 
tielk qui est connue sous le nom (\q frottement. 

La cause physique du frottement est probablement la dé- 
formation naturelle qui se produit sur les deux corps en con- 
tact sous l'influence de la pression normale P. Le contact des 
deux corps ne s'effectue plus alors suivant une surface plane. 
L'effet de la force F, tant qu'elle reste au-dessous d'une cer- 
taine limite, est de faire varier la déformation de manière à 
déterminer une certaine inclinaison de la réaction du plan sur 
la normale. Si Ton augmente progressivement cette force F, 
l'équilibre ne sera plus possible et le mouvement arrivera à 
se produire. 

L'équilibre d'un solide naturel posé sur un plan, sous l'in- 
fluence des forces F, P et de la réaction R, est d'un genre tout 
particulier et diffère essentiellement de l'équilibre tel que 
nous l'avons considéré jusqu'ici. Il n'y a plus, à proprement 
parler, d'équations d'équilibre, du moins entre les forces exté- 
rieures, puisque nous venons de voir que, l'équilibre ayant 
lieu sous l'action d'une force F suffisamment petite, on peut 
augmenter cette force jusqu'à une certaine limite sans détruire 
l'équilibre (^). 

Ce qu'il importe de connaître dans chaque cas, ce sont les 
conditions qui doivent être remplies pour que l'équilibre éta- 
bli soit sur le point d'être rompu dans un certain sens, c'est- 
à-dire la limite précise au-dessus de laquelle la force F ne 
saurait croître, dans des circonstances données, sans détermi- 
ner le mouvement du corps dans sa direction. 

(') Hâtons-nous de dire que cela tient à ce que, si nous augmentons la 
force F, la réaction R prend d'elle-même la valeur convenable pour main- 
tenir l'équilibre dans ce nouveau cas. Ce fait est tout à fait analogue à ce 
qui se produit quand nous chargeons une poutre ou un plancher. Si nous 
augmentons la charge, l'équilibre subsiste, la réaction de la poutre augmen- 
tant d'une égale quantité, jusqu'à ce que, la charge dépassant la limite de 
la résistance des matériaux, l'équilibre soit détruit par la rupture de l'appui- 
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Expériences de Coulomb. 

La recherche expérimentale des lois qui lient cette limite 
aux diverses circonstances capables d'influer sur le phéno- 
mène a été faite d'abord par Amontons ( 1696), puis par Cou- 
lomb, dont les travaux sur cette question sont restés classi- 
ques (*). 

Voici quelles sont les lois trouvées par cet illustre expéri- 
mentateur : 

1° Lorsque deux corps sont sur le point de glisser l'un sur 
l'autre, ou qu'ils glissent effectiçement d'un mouçement uni- 
forme, chacun d'eux reçoit de l'autre, en chaque élément en 
contact, une réaction tangentielle ou frottement dont le sens 
est opposé à celui du mouvement relatif acquis ou sur le point 
de naître. 

2° Le frottement est proportionnel à la pression normale et 
indépendant de l'étendue des surfaces en contact, tant que la 
nature de ces surfaces et de leurs enduits n'éprouve aucune 
altération résultant de la pression mutuelle ou de toute autre 
cause. 

3° Sous les mêmes conditions et dans les cas ordinaires de la 
pratique, le frottement est indépendant de la vitesse relative 
des corps frottants. 

Si P désigne la pression normale, F le frottement, on a, 
d'après les lois précédentes, 

F^/P. 

Le coefficient /porte le nom de coefficient de frottement. 
Il dépend de la nature et de l'état des surfaces en contact, de 
l'enduit dont elles peuvent être revêtues, et quelquefois du 
sens dans lequel a lieu le glissement lorsqu'il s'agit de corps 
fibreux, comme le bois et certains fers à nerf. 

Distinction du frottement au départ et du frottement pen- 
dant le mouvement. — Coulomb a reconnu que la force né- 

(*) Des expériences plus précises, entreprises depuis par le général Morin, 
*^'ont fait que vérifier les résultats trouvés par Coulomb. 
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cessaire pour rompre Téquilibre est plus grande que celle qui 
suffit pour entretenir le mouvement uniforme une fois acquis. 
C'est ce qu'on énonce en disant que \q frottement au dépari 
est toujours plus grand que le frottement pendant le mouve- 
ment. L'excès est d'ailleurs indépendant de la vitesse, puisque 
Texpérience constate que le mouvement d'un corps, sous l'in- 
fluence de la force qui a produit le départ, est uniformément 
accéléré. 
Il faudra donc supposer que, dans la formule 

le coefficient/, les corps en contact restant les mêmes, doit 
être considéré comme ayant deux valeurs légèrement diffé- 
rentes, suivant qu'on étudie les conditions de l'équilibre sur 
le point d'être rompu, ou celles d'un mouvement uniforme 
dont la vitesse sera d'ailleurs indifférente. 

Toutes choses égales d'ailleurs, le frottement est d'autant 
moindre que les surfaces sont plus polies; mais, quel que^soit 
le poli donné préalablement, le frottement est toujours plus 
grand lorsque les deux corps commencent à glisser l'un sur 
l'autre que lorsqu'ils ont pu se roder par un glissement pro- 
longé. Ainsi une machine neuve a toujours beaucoup moins 
de douceur dans sa marche qu'une machine fonctionnant 
depuis un certain temps. 

Ceci suppose toutefois que les surfaces frottantes ont été 
constamment bien graissées. Sans cette précaution, les sur- 
faces se grippent, il s'en détache de petits fragments qui les 
sillonnent de plus en plus profondément, le frottement aug- 
mente avec rapidité, et réchauffement qui en résulte peut 
aller jusqu'à faire rougir les corps et à les enflammer s'ils 
sont combustibles. 



Observations relatives aux lois du frottement. 

Ces lois ont besoin d'être bien comprises pour être app^'' 
quées convenablement ; 

i*' Par exemple, nous avons dit que le frottement est indé- 
pendant de l'étendue des surfaces en contact; mais il fa^^' 



CHAP. H. — DES RÉSISTANCES PASSIVES. 178 

que celle loi soil vraie, que la surface de l'un des corps 
îvienne pas assez petite ou la pression par unité de sur- 
assez forte pour faire pénétrer l'un des corps dans Tautre, 
îulement pour expulser les enduits. C'est ce qui arrivera 
ssairement si Ton diminue par trop les dimensions de 

des surfaces frottantes^ si, par exemple, on va jusqu'à 
dre pour cette surface le tranchant de la lame d'un cou- 

Le frottement au départ est aussi à peu près indépendant 
mps pendant lequel les surfaces ont été maintenues en 
ict, surtout quand il s'agit des métaux et des corps durs 
?néral. 

ur les bois, cependant, ce frottement paraît augmenter au 
de quelques minutes de repos, pour atteindre très vite 
laximum. Ce fait tient probablement à la flexibilité et à 
iticité des fibres du bois, qui cèdent plus facilement que 
lolécules métalliques à l'influence d'une pression un peu 
)ngée. Cette influence serait encore plus saillante si les 
ils avaient pu être expulsés ou altérés d'une manière 
conque; elle est évidemment du même ordre que la dif- 
ice entre le frottement au départ et le frottement pendant 
ouvement. 

Enfin on a annoncé, contrairement aux lois de Coulomb, 
le frottement diminue quand la vitesse augmente. Il est 
3 d'avoir l'explication des faits observés, qui, d'ailleurs, 
pportenl tous au cas où il y a un enduit interposé. 

Jets des enduits. — Le frottement qui s'exerce par l'inler- 
iaire d'un enduit dépend de la vitesse des corps en contact 
jssi de l'étendue des surfaces; mais l'effet de ces deux 
lents est indirect, en ce sens qu'ils influent principalement 
le mode d'action de l'enduit, et par conséquent sur la 
deur du coefficient de frottement. 

ms toutes les expériences relatives au frottement des corps 
jsés, il faut avoir soin de s'assurer que les enduits ne sont 
térés ni expulsés. Si l'on veut, par exemple, comparer 
iivers enduits au point de vue de l'atténuation du frot- 
3nt, il faut se garder de faire cette comparaison toutes 
es égales d ailleurs. On doit au contraire se préoccuper 
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de mettre chaque substance dans les conditions qui lui sont 
le plus favorables, et ne l'employer dans la pratique que lors- 
qu'il sera possible de réaliser ces conditions, au moins dans 
une certaine mesure. 

On peut poser comme principe général que le meilleur 
enduit est le plus fluide^ c'est-à-dire qu'il y a avantage, quand 
on le peut, à remplacer la gnisse par Thuile, l'huile par l'eau, 
enfin l'eau par l'air, ce qui revient à supprimer tout enduit. 
Mais ceci suppose évidemment la condition que la vitesse soit 
assez grande dans chaque cas pour ne pas expulser l'enduit 
expérimenté. Or iJ faut une vitesse assez considérable pour 
que les pièces gardent un enduit fluide comme l'eau, ou même 
laissent entre elles une gaine d'air; dans ces conditions, 
M. Hirn a vu avec étonnement le frottement presque complè- 
tement supprimé entre deux pièces frottant sans enduit avec 
une vitesse énorme. Cette suppression était due à l'action du 
coussinet d'air interposé, matière parfaitement élastique. 

Les expériences récentes faites sur le chemin de fer glissant 
de M. Girard confirment ces indications relatives à la propor- 
tion considérable dans laquelle le frottement se trouve réduit 
par l'interposition de l'eau. 

Les voitures de M. Girard reposent sur des rails en fonte au 
moyen de 4 patins de o^, 26 de largeur sur o"*, 80 de longueur. 
Dans ces conditions, le coefficient de frottement est 

/— 0,52. 

Au moyen d'une pression suffisante, on force de l'eau à 
s'interposer entre les deux surfaces glissantes; alors le coeffi- 
cient est réduit à 

/' = 0,004. 

On obtiendrait une atténuation encore plus grande si l'on 
substituait l'air à l'eau, en s'arrangeant toujours de manière 
à forcer l'air à s'interposer entre les surfaces en contact. 

Ainsi, malgré les avantages de la fluidité, on devra employer 
un enduit d'autant plus consistant que les surfaces seront sou- 
mises à des pressions plus considérables. Et le progrès consis- 
tera dans chaque cas à chercher des dispositions qui permet- 
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înt d'augmenter la fluidité de Tenduit sans tomber dans des 
iconvénients d'un autre genre. 

Ces détails de graissage sont au nombre des questions dont 
importance pratique est le plus considérable. La substitution 
Le rhuile à la graisse et du graissage continu au graissage 
ntermittent constitue un véritable progrès, soit dans les 
Qachines fixes, soit dans les locomotives. 

Le Tableau suivant est destiné à donner une idée de la gran- 
eur du coefficient/ dans, les conditions qui se présentent le 
lus habituellement dans les machines : 

I. Coefficients du frottement des surfaces planes lorsqu'elles ont été 

QUELQUE temps EN CONTACT. 

/ Surfaces sans enduit. 0,62 

Fibres parallèles . j Surfaces frottées de 

( savon sec o,44 

,, A VA ) ( Surfaces sans enduit. o,54 

ihêne sur chêne < ) -, 

Fibres perpendiculaires, j Surfaces mouillées 

( d'eau 0,71 

Bois debout sur bois à ) ^ ^ , . ,, 

, [ Surfaces sans enduit. o,43 

plat ) 

/ Surfaces sans enduit, o , 62 

, » ( Fibres parallèles au mou- ] Surfaces mouillées 

'er sur chêne '^ \ 1, 

( vement j d eau o,65 

\ Surfaces graissées. . o, i5 

-, , > ^ ( Surfaces un peu onc- 

'onte sur fonte { ^ 

( tueuses 0,10 

;. ^ ( Surfaces un peu onc- 

*er sur fonte { ^ 

{ tueuses 0,19 

II. Coefficients du frottement des surfaces planes ex mouvement. 

l Surfaces sans enduit. o,4B 

Fibres parallèles j Surfaces frottées de 

( savon sec 0,16 

nii . ' , . ) ( Surfaces sans enduit. o,34 

^hêne sur chêne / „.. j- 1 • or -ux 

Fibres perpendiculaires, j Surfaces mouillées 

l d'eau 0,25 

Bois debout sur bois à ) ^ - , ., 

, Surfaces sans enduit, o.io 

plat ) ' ^ 

I''réne, sapin, hêtre, ) , o r 

.. ^ ^ { T^i, „i, Surfaces sans en- 

poirier sauvage, sor- [ Fibres parallèles \ , . oc x f 

r. 1 * \ ( duit o,36 à 0,40 

oier : sur chêne — ' 
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Surfacessri:î--iiùui:. 

.. , I Surfare* ni-iujj.-fi 

."•i -:t,tucle*«uîu: J- 1 ,. 

'. d ea u . 

I Surfaces fr.iLL-::: L" 

faTon s-t: 

» S«T^«re5 Lin 1»^ i^L 

: jeunes. 
Enduit ord.r* su:, 
\ sainJuui. i..- . 
'..[ l'uulre, ou sur ' Enduit saiirr-.rïv.r- 

\ .iKiiies 1 nouvelc. i i 

Surfaces leirtiren::.;: 
onctueus'-^ 
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0,07 à Cl. (»S II. 
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. . .loî lieuses et 

'' o , :i S 

. :ii frottement. 

v>ii'os vives, nous avons a ;■::.?. 
. . .[iii devra eiilrer dans les r:_i 
..iwiil résislaiil utile pour re::-.' 
...'ieur dépensé. 

...ivuiru [)ar un corj)s mobile -\. 
V- N^'us du [dan de conlaci. le ■. 

v'>l f\ (fs. 

... ludûles, il y aura à considcr 

.. .;; i|ni ont pour valeur comuiuî 

. , .^' i xM'i^s en sens inverse de son 

i.iiu*. chacune d'elles produisa 

..winent> des deux corps s'effey: 
\ 01 ,:"> étant les chemins re 



CHAP. II. — DES RÉSISTANCES PASSIVES. I77 

ement parcourus dans cette direction, qui sera celle du 
mvement relatif du corps A si ds est > ds\ 
Si nous considérons le mouvement du corps A, le frotte- 
ent produira un travail égal k/H^dSy qui devra être affecté 
1 signe —, puisque la direction de /N est inverse de celle 
ids; ce sera donc un travail résistant. Au contraire, le frot- 
îment de B sur A produira sur ce premier corps un travail 
Dsitif/Nû^5' qui se retranchera du travail résistant /N ûf^, de 
Drle qu'en somme le travail résistant produit par le frotte- 
fcent sera en valeur absolue 

/^{ds — ds'), 

s — ds' étant positif d'après Thypothèse que nous avons faite. 
ids — ds' devient négatif, Téquation n'a plus lieu. Il faudra 
banger le sens du frottement, et, au lieu d'avoir/N {ds ~ ds' ), 

n a 

/y{ds' -^ds), 

e sorte que le travail du frottement est encore négatif. 

Remarquons ici que le travail développé par le frottement 
xr Tun des deux corps est positif; le frottement joue donc 
îlativement à ce corps le rôle de force motrice. Les trans- 
lissions de mouvement par cylindres, cônes ou plateaux de 
iction sont fondées sur cette propriété. 



§ VI. — Équilibre des machines simples en ayant égard 

AU FROTTEMENT. 

La connaissance des lois qui précèdent nous permet d'in- 
Poduire la considération du frottement dans l'étude de l'équi- 
ibre des principales machines et de leur mouvement uniforme. 

Quand nous nous occuperons de l'équilibre, il faudra tou- 
ours supposer que l'équilibre est sur le point d'être rompu 
lans le sens de la puissance, car autrement le problème ne 
serait pas déterminé. 

Connaissant toutes les forces qui agissent sur un solide 
lonné, décomposons toutes ces forces normalement et paral- 
èlement à la face par laquelle le corps dont on cherche les 
i B. - II. 12 



l'C) DEUXIÈME SECTION. I>! - 



:;■:- E\ .M Jl'TIIEJT. 



Ter OU chônc. 



\ Fibres pa ri! lî= 
' vornerit. . . . 



l'cr sur fonte et sur ^ 
bronze ^ 



Fonte sur bronze. 



(Jiéne, orme, rharnic. , , . ,. 

,, . / L lin sur I Hn» 

fontr, 1er, ancr, ) 

\ rux-niriMt" 
ttron/.o ' 



III. (ioEFlIClF.MS Dr FHdTII.M» 



I''er surf()nle ou sur lutm/c. ^i..- 
(l'olive, (le sain<lnu\ ou <li' ">iii' 

l''onle sur ItniU- ou >ur bri»n/.c'. «-uf 
tueuses 

Fer sur l)ron/,«', ^^urlaces h<> [xii "d- ■ ■ 
eomniencanl à x- inil -r 



/Vl/.V.'/ ' : 



- 1111 aui:- . .:îî 

; -^nalcs, N repîTJttt 
. .ippiii; et s'il Lyï 
M] ui libre quebîOD 
iL'Oure'iï^ineni «rsa 

•ondition n'est pas i 

. est soumis à une] 

-.: 'ine ^'action lai 

: .:r fy, 11 suffira 

■ 

? 00 m posa 11 les ta 
...îe /N, oi en [ 



sillantedela re 

-j ''\. ilonl la ::: 

; inl de nafîiv 

' ; V. fa il •: : :. 

. • lalion 



Dans rôijiialioii do h' 
lo Iravail du rinllcmcnl «|'i • 
coiinno sajoiilaul au ir.n.» 
réquiNaloiil du liaxi-il iiS' ■ 

l*oiir un osjiaiT '/^ p.i! 
sut' un solide li\r di!U-« le >: 
tdôinoidairc du IVullcHM'iit '•■-; 

Si les (K'U\ rorps >niii nu- 
doux loroos de liolliMntMil ii" 
ol (jui auisM'ul >ur cIkujuo «• 
\oinonl ioliili\onnMU à Tîhi- 
lra\ail ^ //V. 0-^. 

Su|»[Mts(.»ns ([Ui* lo> niL'UNon! 
dan> le >on^ des IIOcIk'S i. ^'^" 



os l'oniuiles or 1 



Ml I:'.- •.:.i|uit uu: .: 
■ 'i"'" ■■ .•■■'■2 >ii:.î 

WUvf ■: : -.: -.« [■- :: 
i«'ll«' '^' ■'. . ■ :.-.•.;:•.■ 

• :i «''l'i;:.. : jin-i q 

■ îinrii - ;■. -• .:->. r 

Mirvu : : . :> r-w 

•■.»Nau\ \ .: • ■■:.< .!'.'; 

\-\n\ \ .: ■ . ;* .II'» 

i I le. 



I > 



11. - DES RÉSISTANCES PASSIVES. I79 



N 



C()S9 
\ ■-. — u coso, 



I' — -1 ~/i U = K sin 9, 

•' nar A'i le sinus de l'angle cp dont / représente Ja 
ii-irirut peu différent de/, car l'angle 9 est 

..Mil. 

j Siiii, on peut donner de la force du frotte- 
«'xpressions suivantes : 

F /N, F=/.R, 

t oiiiiaîl la pression normale N ou la réaction 

/ ; '/ / li( -a l io n au p la n in c Une, 

- 'Ml rorps A posé sur un plan incliné et soumis 
• "-MU poids et d'une force Q qui s'oppose à sa 
'"•. .»Ni. Oiiclles sont les conditions d'équilibre? 
m nombre de trois : 

lil V ait écrasement du corps; nous avons 
:.iii ce que nous pouvons dire sur cette 
- " \ ii'iidi'ons pas. 

jiiil y ail renversement ou rotation du 

'l«"^ ar^'ies du polygone d'appui sur ce 

;. . . ri>:iim(' rioiis avons déjà eu occasion de le 

ni ' (b'> forces qui agissent sur lui vienne 

N iiK iim' dans l'intérieur du polygone des 

;.i' :ii ilii corps le long du plan doit être 

■ Miiière condition sur laquelle nous 

- \ l'i'venons. Cette condition serait, 

! iiKMii, (pie la résultante de toutes les 
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forces qui s'exercent en dehors du plan fût normale à ce plan 
et qu'elle tendît à appuyer le corps sur le plan. 

Si l'on tient compte du frottement, il n'y a plus, à propre- 
ment parler, de condition de nature à s'exprimer par des 
équations entre les forces extérieures indépendamment des 
réactions; il faut, pour préciser la question, demander que le 
mouvement soit sur le point de naître dans un sens déterminé. 

Supposons, par exemple, que le mouvement soit sur le point 
de naître dans le sens descendant, c'est-à-dire que la force Q 
soit tout juste suffisante pour retenir le corps sur le plan 

{fig- 59). 

La réaction totale est, dans ces conditions, une force R fai- 
sant avec la normale AN un angle 9 dans le sens ascendant. 
11 faut que les forces P, Q, R se fassent équilibre, c'est-à-dire 
que chacune d'elles soit égale et directement opposée à la 
résultante des deux autres. Donc, étant donnés l'angle 9, l'in- 
clinaison du plan, le poids P, on peut trouver quelle est la 
force qu'il faut appliquer dans une certaine direction pour 
retenir le corps sur le plan. Il suffît de décomposer P en 
deux forces dirigées l'une suivant la direction donnée pour la 
force Q, l'autre suivant la ligne faisant avec la normale au 
plan incliné l'angle cp dans le sens convenable. On voit que la 
force Q est représentée par une ligne partant du point P et 
terminée à la ligne AR'; elle a sa plus petite valeur possible 
lorsque sa direction est perpendiculaire à celle de la réac- 
tion R, c'est-à-dire lorsqu'elle fait avec le plan incliné et dans 
l'intérieur de ce plan un angle égal à 9. Si Ton veut que ce 
minimum soit égal à zéro, il faut que l'inclinaison du plan 
sur l'horizon soit égale à 9 ; alors le corps ne tend pas à glisser. 

Si l'inclinaison descendait au-dessous de zéro, c'est-à-dire 
de ce que l'on appelle Yangle de frottementy il faudrait appli- 
quer au corps une force descendante indépendamment de son 
poids pour le faire descendre le long du plan.. 

Si le corps tend à monter {Jig. 60), c'est-à-dire si la force Q 
est telle qu'une force un peu plus grande fasse monter le 
corps, il faudra placer la réaction R à gauche de la normale: 
les conditions d'équilibre sont d'ailleurs les mêmes; le mini- 
mum est différent. 

En résumé, les conditions auxquelles doivent satisfaire pour 
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équilibre les forces appliquées à un corps pressé contre un 
lan fixe se réduisent aux deux suivantes : 

i® La résultante de ces forces doit passer assez loin de toutes 
es arêtes de contact, pour que Técrasement ne soit pas à 
craindre, eu égard à la nature des matériaux. 

2« Elle doit faire, avec la normale au plan d'appui, un angle 
inférieur à Y angle de frottement. 



Application au treuil. 

Considérons un corps solide assujetti à tourner autour d'un 
axe fixe. Sous l'influence des forces directement appliquées 
au corps tournant et des réactions de ses appuis, le système 
est en équilibre, mais le mouvement est sur le point de naître 
dans un certain sens. Cherchons les conditions qui doivent 
être remplies pour cet équilibre particulier, en tenant compte 
des frottements de toute espèce qui se manifestent aux points 
de contact des parties mobiles avec les différents appuis fixes. 
Si Ton se reporte aux Leçons consacrées à la description 
fies organes de machines, on sait qu'on assure l'invariabilité 
des axes de rotation de la manière suivante : on tourne exac- 
tement deux parties spéciales de l'arbre que l'on appelle des 
tourillons; ces tourillons frottent sur des coussinets bien 
graissés contenus dans des espèces de boîtes (paliers ou col- 
liers) qui sont elles-mêmes solidement fixées au bâti général 
de la machine, et qui s'opposent à tout déplacement trans- 
versal de l'axe. 

Il faut encore rendre le déplacement longitudinal impos- 
sible. Il y a plusieurs procédés que nous avons aussi décrits 
précédemment. C'est au moyen d'un pivot portant sur une 
crapaudine que l'on produit cet effet dans le cas d'un arbre 
vertical, et au moyen d'un épaulement convenablement placé 
dans le cas d'un arbre horizontal {fig- 64 et ^o). 

Enfin certains arbres, comme les arbres de tour en fer, 
ournent sur pointes, c'est-à-dire que les tourillons sont rem- 
)lacés par des pointes coniques tournant dans des trous pra- 
iqués dans des plaques d'acier qui s'opposent en même 
emps aux déplacements longitudinaux et transversaux. 
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Frottement des tourillons, — Occupons-nous d'abord du 
frottement des tourillons sur leurs coussinets, et supposons 
que les deux forces P et Q, qui agissent sur la machine, soient 
situées dans des plans perpendiculaires à Taxe, ce qui sup- 
prime toute tendance au mouvement longitudinal {/lg.6i). 

Je puis remplacer les deux forces P et Q chacune par une 
force et un couple, c'est-à-dire que je puis les supposer appli- 
quées toutes deux à l'axe, en introduisant deux couples dont 
les moments seront Pp et Q7, et qui ne presseront pas l'arbre 
sur ces supports. Cela fait, je décompose la force Q en deux 
autres mQ, m'Q, appliquées aux deux tourillons. J'opère de 
même pour la force P, et soient /iP, n'P ses composantes. 
On a évidemment 

m -t- m' r=: I , n -\- n'-rzii. 

Considérons l'un des tourillons, celui, par exemple, auquel 
sont appliquées les forces nP eimQ{Jig. 62) (*). Ce tourillon 
repose dans l'œil du coussinet qu'il touche en un certain point. 
Il faut évidemment, pour qu'il y ait équilibre, que la résultante 
des forces qui lui sont appliquées passe par le point de contact 
du tourillon sur le coussinet, sans quoi il y aurait roulement 
et déplacement du point de contact. Il faut en outre que celle 
résultante soit telle que si on la décompose en deux, dirigées 
l'une suivant la normale, Tautre suivant la tangente, cette 
dernière soit égale à la force normale multipliée par le coefG- 
cient de frottement/, ce qu'on peut énoncer encore en disant 
que la résultante fait avec la normale l'angle de frottement. 

Or, si R désigne cette résultante appliquée au point de con- 
tact du tourillon, on a 



R2i=m-Q2+/i-P*4-2mQ./iPcos/nQ./iP. 

Le frottement est égal à/iR, de sorte que, pour un tour 
complet du tourillon, il y aura un travail résistant représenté 

par le produit 

27r/iRp, 



(*) La/ig. ()2 montre seulement la résultante R et ses deux composantes, 
Tune tangentielle au tourillon, l'autre normale. 
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ant le ravon du tourillon. On imm .1 ] .hju* i ...1. . 
ail analogue dont l'expression stua 

supposant, ce qui a toujours lieu, <|ijr Ir.^ r.i\i,ij 1: 

irillons soient égaux, R' étant donni';f' par un* < .jn ... 

ènae forme que celle qui détermine M, 

R'2— /7i'2 0^-^/1= P-~'.w//' y.//' l'.o-/// n// !■ 

onc, enfin, Téquation du travail d<>vi(»ii<lrii, m 111I1...I1,, ... 1 
e travail du frottement comme s'ajoutuni au ir.i\.iil ni 1....1 
tile, 

)n voit que le travail du frottement <liniinur «in.inil ..n .h.,. 
lue le rayon des tourillons. Donc, (|uand on h |ii ni. ti 

ivantage à avoir des arhrfîs tournant sur iioinir < . | 1 

adiminution du rayon doit avoir une liniilc ptiiii «Inix . n. . 
l'abord, parce que les to'jrillons doivt'ii! pouxtMi |m.ii.i i 
)re, et ensuite parce qu^î, H |)artir d'une it'iiaihi' liiuii. .|.. . . 
)n diminue 0, on aiijrmente en mémo !t'iii|i I». .m. .n, 1 
acleur/i par suite de l'expulsion des endiiii.-; dr «.j 1. .,.. 

>erd plutôt qu'on ne ^ra^rne. (Vest à la pralituu- il m.. .. 

luelle est, dans chaque cas, la solution la plu.-^ .ix.n.i . . ., 
L'équation du travail écrite précédemment |»»Mn. 1 d. i. 
erla puissance V nér,f>.*aire pour teniren iMpiililu . m.. . . 
ance donnée Q. Il faut, daFi> celle éipialinn, I iiu|.l.i. , • ti . i. 
•ar leurs valeurs. Or II et ir sont doux radiiiUi\ .ph i. ,., . 
* entre au carré. l)ori^:, si l'on voulait laiii- di |..ii.iiii 1 
adicaux pour trouver P, on arriverait à nni- i'.ni,.ii .. . 
uatrième degré inipo«»-vilile à résoudre |»ai K m. il.. 1 

lentaires. 
Ce n'est pas la méthode employée hahiiui ll« m. ..• 

pérer de deux manières : 
I" Par approximatif»!!^ >uccesslves, rn pi.n.u.i , 



(») Pour appliquer rcji .1 la poulie, il faul. il.u» ■ I. 1. • .1 1 
'endre le rayon de l'axr d«- hi poulie si e<'i «»^* « ' ■" ' ■' 
jeil de la poulie «-i l'axe ot fixe. 



I 
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approchée de P celle qu'on obtient en négligeant le frotle- j 
ment, c'est-à-dire en posant 

On se servira ensuite de cette première valeur pour calculer 
la correction qui représente le travail du frottement et en 
déduire une seconde valeur plus approchée de P, et ainsi de 
suite. 

2*» Par une autre méthode indiquée par le général Poncelel 
et qui peut servir dans beaucoup de cas analogues. Elle con- 
siste à trouver une fonction rationnelle équivalente à une 
fonction radicale. D'abord, tout radical de la forme 



y/j7* -f- r* — 2 xy cos 9 
peut se mettre sous la forme 



s/a- -+- bK 
En effet, on a 



s/x- -hf' — 2 ^j cos B:=\/{x — y cos^)' -h r' sin*0. 



Si l'on cherche ensuite à égaler le radical sja^ + ô* à une 
expression de la forme aa h- 6(3, on arrive à une équation à 
laquelle il n'est pas possible de satisfaire en laissant a et /> 
quelconques; mais on peut trouver les valeurs les plus con- 
venables des coefficients a et (3, de manière que l'équalion 
soit vérifiée avec la plus grande approximation possible. 

On trouve ainsi : 

1° a et 6 étant quelconques. 



, I 



sja^ -H ^2 _ o,83 (a -+- ^^) à g près; 
2® Si l'on sait que a > 6, on a 

Ja} -+-6-=:o,Q6flr-ho,4o6 à -i^ près ; 

2a 

3® Si enfin a est > 4^, on peut poser 

y/a^-i- ^îzzz 0,996a H- o, 1286 à -^ près. 



f 

I 

9 
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Frottement des épaulements. — Il nous reste, pour avoir 
étudié complètement la question des arbres, à examiner le 
frottement sur les épaulements. Supposons qu'il y ait dans 
Taxe une force T dirigée dans le sens de la longueur et qui 
tende à appuyer le corps contre un épaulement {Jlg* 03). 

JL'aire d'un élément de la surface frottante est 

/• d^ dr. 

Soit S la surftice totale, et supposons que la pression T se 

répartisse également sur la surface; la pression sur réléinent 

considéré sera 

T 

et le frotlement particulier correspondant à cet élément sera 

T 

^ //• dO dr. 

Le moment de ce frottement autour de l'axe de l'arbre sera 
évidemment 

^fr^dOdr, 

d'où, pour le moment total, on a la somme des moments élé- 
mentaires 

T 



4/^ 



dhdr. 



Intégrant d'une part de o à 2z, de l'autre entre les limites r^ 
el r, il vient 



T/r* r 



Or 

S = -(r'-rî); 

donc le moment est 

3(r-i-/-.,) 
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En faisant ^0 = 0, on aurait la formule du frottement des 
pivots (*). 

Ejfet d^ une force parallèle à Vaxe et en dehors de cet axe, 
— On peut encore avoir une force F agissant parallèlement à 
Taxe, mais hors de cet axe {Jig* 66). On la remplacera par 
une force Fi agissant dans Taxe et un couple (Fi, Fj) parallèle 
à cet axe. On pourra tourner ce couple comme on voudra dans 
son plan, et faire en sorte que ses deux forces passent respec- 
tivement par les points d'appui des deux tourillons. 

Une pareille force augmentera donc à la fois le frottement 
sur les tourillons et le frottement sur les épaulemenls. 

Frottement des excentriques et des boutons de manivelle. 

Un bouton de manivelle est un tourillon qui se meut dans 
un coussinet mobile. Le travail du frottement qui se développe 
dans son mouvement se détermine, comme pour un tourillon, 
en considérant le mouvement relatif du bouton dans le cous- 
sinet mobile. 

L'excentrique n'étant qu'une manivelle dont le boulon a été 
agrandi de manière que sa surface enveloppe l'axe de rotation 
de l'arbre, le travail du frottement se détermine pour un 
excentrique comme pour une manivelle. Il est évident que le 
travail du frottement dans la manivelle est de beaucoup moins 
considérable que dans l'excentrique, à cause du facteur qui 
représente le chemin parcouru; aussi n'emploiera-l-on ce 
dernier organe que lorsqu'il ne devra être soumis qu'à de 
peiites pressions. Dans le cas d'efforts considérables, on se 
servira plutôt d'une manivelle. 



(1) Il arrive quelquefois qu'en vue de diminuer le travail au froUemeot, 
on termine l'extrémité inférieure du pivot par une surface convexe, ainsi 
que le fond de la crapaudine {fig. 65); il faut alors mettre pour r 1« 
rayon du petit cercle de contact, qui a toujours une certaine étendue * 
cause de la compression et de l'usure. 

On diminue ainsi, non le /ro^^e/wenf lui-même, qui est indépendant o« 
l'étendue des surfaces, mais son travail, qui dépend du bras de levier 
moyen, lequel est proportionnel à r. 
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§ VII. — De l'arc-boutement. 

L'introduction du frottement dans la théorie de Téquilibre 
tdu mouvement uniforme d'une machine quelconque se fait 
n suivant la marche dont nous venons de donner deux 
temples. Je veux seulement insister sur les cas où le frotte- 
ent empêche, d'une manière absolue, certains mouvements 
îomélriques, ce que le calcul nous apprend en nous disant 
l'il faudrait, pour les produire, une force infinie. On dit alors 
l'il y a arc-boutement. 

Equilibre du coin. 

La presse à coin consiste en un prisme triangulaire, qu'on 
fonce entre deux pièces qu'il s'agit d'écarter en exerçant 
e forte pression sur les matières qui s'opposent à cet écar- 
nent (/^. 67). 

5oit P l'effort exercé sur la tête du coin, c'est-à-dire sur la 
e horizontale supérieure, on demande quels sont les efforts 
i en résultent sur les faces latérales, efforts qui sont égaux 
directement opposés aux réactions des corps pressés sur le 
n. 

M l'on néglige le frottement, ces réactions sont normales 
ic faces correspondantes, et il faut pour l'équilibre que les 
is forces P, N, N', auxquelles est soumis le coin, se rencon- 
nt en un même point A, et que, de plus, chacune d'elles 
t égale et directement opposée à la résultante des deux 
très. De sorte que, si l'on décompose la force P en deux 
Lres AD, AC dirigées suivant les normales aux faces laté- 
es, les longueurs AD, AC représentent les réactions exercées 
* ces faces. Or, le triangle ABC est semblable au triangle 
ition droite du coin; doncl^n peut énoncer le théorème en 
ant que les pressions sont entre elles comme les côtés du 
angle section droite du coin, 

Quand on veut tenir compte du frottement, il faut considérer 
réactions comme inclinées sur les plans de contact. A 



...î 



l 

* 



'V' \ 
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rinstant où le coin est sur le point de descendre, ces 
font avec la normale un angle égal à 9, du côté du h 

Supposons le coin isoscèle (Jlg- 68), et soit 2a 1 
sommet. Le coin est serré entre deux corps soumi 
à une force horizontale. Dans Tétat d'équilibre, 
forces latérales ont une valeur commune Q, sans c 
le système se déplacerait dans le sens de la plus 
Cette condition est la seule qui soit fournie par Téqu 
Tensemble. 

Cela posé, l'équilibre du coin donne l'équation 

COS9 

à laquelle il faut ajouter, pour l'équilibre de chacun de 
latéraux, 

^^ cos(aH-cp) . 
' coscp ^ 

on a donc 

P = 2Qtang(a + 9). 

Cette relation donne P = 00 pour a =: 90** — 9. Le 

alors très obtus et incapable de s'enfoncer (Jig. 69) ( 

j Supposons maintenant le mouvement sur le point i 

dans l'autre sens, c'est-à-dire le coin près de remoi 
l'influence des efforts latéraux. Pour avoir les form 
conviennent à ce cas, il faut changer les signes des fo 
gentielles, ou celui de l'angle 9 dans le résultat final. 



P = 2Qtang(a — 9). 

Pour a =1 9, on a P =z o. Si donc l'angle au sommet 
petit que le double de l'angle de frottement {Jig. 7< 
aura pas besoin de force pour maintenir le coin enfon< 
que soient les efforts latéraux. Tiel est le principe de 
à coin. 



(') un fait abstraction ici du frottement entre les blocs A et 
supports. 
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Équilibre de la vis. 

Considérons {fig* 71) une vis à filets carrés, chargée d'un 
poids Q, et sur la tête de laquelle est appliqué un couple 
horizontal, dont le moment est P/?. L'écrou est maintenu fixe 
et Ton suppose que la vis soit sur le point de monter sous Tef- 
fort du couple P/>, malgré la résistance Q. 

Dans ces conditions, l'équilibre a lieu entre les forces direc- 
tement appliquées à la vis et les réactions qu'elle reçoit de 
l'écrou. Soient r le rayon de l'hélice moyenne, «son inclinaison 
à l'horizon; nous admettrons que les actions mutuelles R qui 
s'exercent aux divers points de contact de la vis et de l'écrou 
sont toutes égales et disposées symétriquement dans des 
plans tangents au cylindre sur lequel est tracée l'hélice 
moyenne. Ces réactions {fig* 72) font un angle 9 avec la nor- 
male aux surfaces en contact, par suite, un angle égal à « -+- <p 
avec la génératrice du cylindre; et l'on a pour l'équilibre de 
la vis les équations 

Q=^Rcos(/4-9), P/? — ^R/-sin(/ 4-(p); 

d'où, en éliminant Vr, 

P/? -=: Q/tang(/-i- o). 
Pour 

/ H- cp z= 90% 

le moment P/? est infini, ce qui montre qu'il n'est pas pos- 
sible de vaincre le frottement qu'une charge, aussi faible qu'on 
le voudra, détermine sur une vis à pas très allongé. 

On passe au cas du mouvement descendant en changeant le 
signe de 9 dans les équations précédentes. Si l'on résout 
l'équation ainsi obtenue par rapport à Q, qui joue dans le cas 
actuel le rôle de puissance, on trouve 

Q =^ -— col(/— o); 
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Q est infini pour i = 9» Donc, pour une vis à filets peu inclinés, 
ce qui est le cas des vis de pression, aucune force dirigée 
dans le sens de Taxe ne pourrait desserrer la vis. Pour i<Qy 
la pression Q étant donnée, on trouve pour P/> une valeur 
négative, ce qui indique que, pour desserrer la- vis, il faut lui 
appliquer un couple agissant dans le môme sens que la force Q; 
seulement l'effort à exercer est assez faible. 

On trouverait des résultats du même genre en supposant la 
vis fixe et Técrou mobile. Dans les cas ordinaires, il est tout 
à fait impossible de desserrer un écrou, par un effort de trac- 
tion, tandis qu'un couple assez petit est suffisant. 

Quand on craint que des vibrations, répétées n'amènent ce 
résultat à la longue, on emploie un contre-écrou, dont l'effet 
est d'empêcher l'écrou proprement dit de tourner, ce qui ne 
pourrait se faire sans soulever le contre-écrou. 



Prisons des bocards. 

Soit AB {fig' 73) une tige de pilon dirigée dans son mouve- 
ment par quatre guides. Cette tige est armée d'un mentonnet 
sur lequel s'exerce l'action de la came. Soient N la pression de 
la came perpendiculaire au mentonnet, Q le poids du bocard 
et de la tige. Cherchons les conditions d'équilibre qui con- 
viennent au cas oij le mouvement est sur le point de naître 
dans le sens de la puissance de P (*). 

Étudions géométriquement le phénomène. L'effet de la 
force P sera d'abord d'appuyer la tige aux points a et a' et de 
lui faire quitter les deux autres guides, au contact desquels il 
n'y aura aucune pression, partant aucun frottement. Donc 
l'équilibre a lieu sous l'influence des forces P, Q, des réac- 
tions normales et des réactions tangentielles des points a et «',. 
ces dernières étant dirigées vers le bas de la figure. 

Projetons sur la verticale, nous aurons 



P = VN^O; 



( 1 ) On fait encore abstraction ici du frottement de la came sur le 
mentonnet. 




«^ par ru|ip4iri uu |miiii1 U pri» s^ur l'axe ilr 



1^ entre ces équu tifiiis, uour BuroiiK 



oa 



O/ v/7/O 

P — = — O ' • * . 

/— 'j.Jh -^ I - ffh 

terme mesure J'iufl ofti^-e du froM^-nufiit ; Il priii 

lerenir infini si Ton a 

/= 'jfh: 

ilors le gUssement est imposf^ihlf, ^M ir^^uilib/'* a Iîimj «»nln» 
a puissance et la résistaDc^ par J'inif-rmt'dJajr^* ii(* nNirtions 
un font JTec les i)oniia]e> aw\ surface^ pn-*«»<W's di»s iitiKlt^s 
[>liis petits que Tangrle du frr»ii^m«^jji. O p^ure d'f*(|iiilit)n^ 
(Particulier s'appelle arc-boutrmrni, 

PunDDi iXEKPLE. — Valel de mniuiaù-r. — On conriHÎl (tôt 
instrument en fer qui sen au menuisior pour fixer sur son 
établi le bois qu'il travaille (Ji^- t'i )• 

L'établi est percé d'un trou dan> leipiel on introduit la pièce 
enfer V, qu*on enfonce d'un coup <lc maillet. Le morceau do 
^H)ism/i se trouve alors très solidement assujetti; c'est-à-dire 
ïtie, quelque grand que soit reffori P {\\\\\ exerce pour sou- 
lever le valet, tout mouvement de ce frenrc est im))ossible. Au 
^ntraire, on desserre facilement le tout par un coup frappé 
^n K ou en L dans la direction de la flèche. Cherchons les 
conditions pour que le mouvement soit sur le point de naître 
ians le sens ascendant, sous rinfluence de la force P et du 
>oids Q appliqué en G. 

Nous aurons deux forces extérieures, l'urie Q, le poids du 
•"alet, l'autre P, la réaction de la pièce de bois pressée. Les 
orces P et Q ont pour résultante une force S qui leur est 
)arallèle et située du coté de la plus grande P. 11 faut pour 
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l'éipiilibre nue les réactions R et R' se coupent sur la direc- 
tion lie cette force, choso «[ui n'est pas possible avec les dimen- 
sions ordinaires. 

Donc le nn)uvenîent dans le sens ascendant n'est pas pos- 
sible. Alors, dans l'équilibre comme il est établi, les réactions 
tie font plus avec la normale un ansrle 9. Elles font un angle 
plus petit et se disposent de manière que leurs directions vonl 
prérisément se couper sur la direction de S, et que la résul- 
tante de ces réactions est é^ale et directement opposée à S. 
Si l'on exerce au point K une force ascendante détruisant 
i'elTet de la force Q et remplaçant cette force par une autre en 
sens contraire, on dé[>!arera la résultante S et on ramènera 
au point H, où se croisent les réactions dont rinclinaison sur 
la normale est celle qui convient à la rupture de Téquilibre. 
Ainsi se trouve desserré le valet. 

Deuxième exemple. — Env tique tage à frottement. — Les 
mêmes principes nous expliqueront comment oh exécute, 
ainsi que nous l'avons dit en Cinématique, des encliquetages 
fondés sur la propriété de l'arc-boutement. 

Soit AB (yf.A'^. 70) une ti^e qui ne peut que glisser suivant 
sa longueur. Une came C, mobile autour du point 0, est con- 
stamment pressée contre VU par l'action d'un ressort DE dont 
l'extrémité E est fixe. Si l'on cherche à faire glisser AB dans 
le sens de la tléche, la came ne s y opposera pas ou du moins 
ne fera que développer en F un frottement qu'il sera facilede 
vaincre. Mais si l'on veut donnera AB un mouvement en sens 
r-ontraire, la came empêchera ce mouvement de se produire. 
S'il v avait srlissement de AB sur la came dans ce nouveau sens, 
l;i came éprouverait en F une action totale dirigée suivant une 
li^;no V\\ faisant avec la normale F(i un angle égal à l'angle de 
frottement. Mais le point O est choisi de manière à se trouver 
A l'intérieur de l'angle (îFH : la came ne pourrait donc pas 
rester immobile sous l'action de la force dirigée suivant FH, 
[niisfjiif; cette force et le ressort DE tendraient l'un et l'autre 
il l;i faire tourner dans le même sens autour du point 0. 

O't encliquetage peut être appliqué à un mouvement de 
rotjilion. AH ("st remplacé par un anneau circulaire à l'inlé- 
I ieur (lu(|uel agissent plusieurs cames telles que C, disposées 



'îgu!ièreinenl au cenlre do col aniu\ui. T, osl IVuoliHiuol^^jiv 
'obo (voir Cincmaii'jut\ p. .ï9>, iM yiV. > >S /»^v^. 

§ VIII. — Résistance ai rou.kmknt, 

Losqirun cylindre pesant roule unifornuMuent sur un<^ sur 
face plane et horizontale, les doux oorps éprouNtMH, \\\\\\h Io 
\oisinage du point de contact, des délormations plus ou uioIum 
permanentes. De là un travail résistant dû aux aollons uiulO 
culaires qui se développent entre les deux cor|)s, t»t par (Mui 
séquent il faut une force exerçant un (MM'tain travail utultMM' 
pour entretenir le mouvement uniforme du roul(M\u. Do m(^in<», 
pour rompre Téquilibre supposé établi, il faut uno forr.o diuit 
le moment, par rapport à l'arête de contact, axe iuNtanlanô 
delà rotation qui doit se produire, soit préciMénierit ('«k»! hm 
moment des actions mutuelles dont h* sièt;(î eMt, eu éj^ard A la 
déformation, en dehors de cette aréKî |^éoniétri(|u<*. iU*n nrUmm 
portent le nom de résistance au roula tn/uU,, (!elt<î rO.%\%Umt'v 
est généralement très faible; cependant il ent utile /)« t'.im 
naître les lois qui la régissent, pour «avoir quelle i'î»( %tfu 
influence dans chacun des cas oii elle ne trouve mm* en )<*i< i^ ), 
et de s'assurer si celte influence e»l rié^li^ef«ble, i'.nuUtmh « 
le premier déterminé ex\)<tnuutttiHUufU*jii len loi^* de bi $^*h\k 
tance au roulement. 

Considérons (Jt:^. 7G; deux m^drierît UothottUttr ^/j/;*;/.- 
par un intervalle vide, iitsr cjy^ m;idri«r»f t^t ito*ty*' j/'/jr/- *Hf 
rouleau en bois de ;faîac de rayou ^A /, V^^ut \ff'f'Uhf^ ^*èf 



(*) Toutes I** Wi*i ^*i*; - "/* *v,«-* 4<9f**. >*.■* »//>»- " ^i» "s-* '.^v/ •vV''*' ' <^/*' 
'une an moioï 4'AX *:\tt. sriv^i*, 4*'^^/*.*:** s^ * V* *^/*.'*^Jv^f*t^^ */^ *^ *é'/*'^.* • 
'une avec l'aatJ*. fr^t tr. w ••> ^ f*'r.p..f '»«/•*■♦***■• 'v*-*. • .'^ • \f* .*(.i.< .< « 
(e leur liai**-» ç-ï''yffl>tiif-,.rv* ^**u: -t-^v !«m y.-^^*t h/n vv ^wv î*. %'^«. 
ommeocer s** *A.n'f .*^ r.'.-.iwî .« -y ^^*^^^* 1 - ,* ^4- v« • < \ ^^-vv ******* **•-,' ^ 
e FoD dcâ^ Atnix V/^^Ht jt*." '•■♦.>^,:»'' ^ .■4>v* f/* yH«,«.4<t ^4^,i-,^,.« *,). ^ 
rouve pïSiîiC' "tvft i'.i''. "/.•i^ivi**! vi** ♦^.i..i,.''^ ■<.» ', i.(.« ^.•. ^ ^.4 4-«.i 4,1,., 
cîeacc qai »vifc-* 4j^»'^w»'lr:# ii .■* -tt'V» ■*.«.*^" «*;♦.* i.j» y* **>^ .*.*%, i,i* ^.^ 
tÎ5«en]K*X, <VA- ifuva » *nt«»n . m/,* «/.«m ;)/'^/: <.4,. 5.«.,./ V^*^!-*!»-*"'" * r**' 
era flPï't fis.** 'Vi -'ii..** '-ri-î ;»**f )/■»..> ,»•» «.< it'...<4 4i.44.4,«i «■• ^/ ,.ii <,« - ,,. 

fc- — cr. 
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ouloir l'appliquer en dehors de ces limites, car la longncur 
A' ou â doit toujours être beaucoup plus petite que r. M. Mo- 
in, par de nouvelles expériences, a vérifié que cette loi est 
rès suffisamment approchée dans les cas ordinaires. 

La longueur^, dans les expériences de Coulomb relatives à 
jn cylindre de bois de gaïacdeo'",i62 de diamètre roulant sur 
des règles en chêne, a été trouvée égale à o'", 00048. 

Cas d'une réaction inclinée. — On peut encore produire 
le roulement d'une autre manière. Le cylindre supportant 
toujours une force Q, on peut lui appliquer une force horizon- 
tale q {Jig, 77). Voyons quelles sont les conditions pour que 
le roulement soit sur le point de naître. 

La réaction du corps, R, qui doit toujours être égale et oppo- 
sée à la résultante de Q et de r/, doit être ici oblique; elle 
passe par un point A' situé en avant de A et se décompose en 
deux, Tune verticale et égale à Q, l'autre horizontale, égale à q 
et dirigée en sens inverse du mouvement. L'expérience a 
prouvé que le moment qh de la force parallèle au plan par rap- 
)^ort à A ou à A' a la même valeur que le moment qr dans le 
cas précédent, les pressions, dans les deux cas, étant, bien 
entendu, supposées égales. 

Or, si nous remplaçons la réaction R par ses composantes, 
ïî faudra pour l'équilibre que le moment Q^soit égal à qh; 
^e sorte que la distance <5 du point A' au point A est la même 
^i»e dans le cas déjà étudié. Cette quantité d étant connue, 
*ious aurons pour l'équation de l'équilibre 

l'où 

liais, dans le cas actuel, il peut y avoir glissement ou roule- 
nent, puisque la réaction de l'appui est inclinée sur la nor- 
nale ; le premier cas se produira quand cette inclinaison sera 
îgale à l'angle de frottement. 
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Il y aurait donc glissement si la force^ — Q j> nécessaire 

au roulement, était plus forte que la force /Q, c'est-à-dire si 
Ton avait 

En résumé, toutes les fois qu'un corps roule sur un autre, 
la réaction totale de l'appui passe un peu en avant de l'arête 
de contact géométrique, toujours dans le sens du mouvement. 

La distance à du point d'application de cette réaction au 
point de contact ne dépend nullement de la direction de cette 
réaction qui peut être normale ou inclinée. 

Dans ce dernier cas, Tappui exerce une réaction tangentielle 
qui peut être quelconque, pourvu qu'elle soit inférieure à 
celle qui correspond au glissement sur le point de naître. 

Usage des rouleaux pour le transport horizontal 

des fardeaux» 

Quand on veut transporter horizontalement un madriertrès 
lourd, ou une pierre de taille, il est presque impossible de 
les faire glisser sur un sol rugueux dont le coefficient de frot- 
tement est considérable. On remplace le glissement par le 
roulement, le frottement par la résistance au roulement, qui 
est beaucoup plus faible. 

Pour cela, on dispose parallèlement sur le sol deux rouleaux 
de même rayon r {fig. 78), et Ton place dessus le madrier 
qu'il faut transporter; puis on applique à ce madrier une force 
de traction Q pour le faire avancer. On demande quelle doil 
être la valeur de cette force pour que le mouvement soit sur 
le point de naître, connaissant le poids P du madrier. 

Comme dans toutes les questions de ce genre, il faut d'abord 
étudier comment se fera le mouvement au point de vue géo- 
métrique. 

Les rouleaux auront un mouvement instantané de rotation 
autour de leur arête de contact, A pour Tun, Aj pour l'autre. 
Le madrier à son tour roulera sur ces rouleaux dont le mou- 
vement relatif par rapport au madrier sera également une 
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rotation instantanée autour du point B dans le sens de la 
flèche 6 (*). 

Cherchons maintenant les conditions d'équilihre sur le point 
d'être rompu. Prenons l'un des rouleaux. Il roule à la fois sur 
le plan et sur le madrier ; et, si nous négligeons son poids, les 
seules forces qui lui sont appliquées sont les réactions des 
corps en contact. 

D'après la théorie du roulement des solides naturels, la réac- 
tion totale du point d'appui passe en un point A' situé en avant 
du point A, et elle se compose en général d'une réaction nor- 
male N et d'une réaction tangentieile F (-) dirigée en sens 
inverse du mouvement. 

4 la partie supérieure, il y a mouvement relatif du rouleau 
sur le madrier, et il est bien clair que ce mouvement a lieu 
en sens inverse du premier. Donc, la réaction sera inclinée, 
passera par un second point B' situé à une certaine distance à' 
en arrière de B, et elle pourra se décomposer en deux, l'une 
normale, l'autre tangentieile. La quantité d' sera générale- 
ment différente de o parce que les substances en contact ne 
Sont pas les mêmes dans les deux cas. 

Cela posé, pour l'équilibre de ce rouleau, il faut d'abord que 

^€s réactions normales soient égales en bas et en haut; il doit 

en être de même des réactions tangentielles. Prenons de 

plus les moments des quatre forces autour du point B, et 

nous aurons 

Fx 2r^l^{d-\-d') 



(') D'après cela, on reconnaît d'abord que la vitesse du madrier sera 
double de celle des centres des rouleaux. En effet, puisque le mouvement 
lu premier rouleau est un mouvement instantané de rotation autour du 
>oint A, les vitesses de ses différents points sont entre elles comme leurs 
iistances au point A; donc la vitesse du point B est double de la vitesse 
lu point O, et, d'un autre côté, la vitesse du point B est la même que celle 
lu point du madrier qui coïncide avec lui pour qu'il n'y ait pas glissement. 

Il résulte de là que le corps P, s'avançant deux fois plus vite que les 
ouleaux, finira par les quitter, de sorte qu'il en faut un troisième qu'on 
pporle à la partie antérieure du corps P, un peu avant que celui de der- 
ière se trouve dégagé. 

(») On sait que cette dernière réaction est nulle dans certains cas; son 
xistence n'est donc point une conséquence nécessaire du roulement. Dans 
)us les cas, il est bien évident qu'on sera toujours averti de son absence, 
arce qu'on trouvera sa valeur égale à zéro. 
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et, pour Tautre rouleau, 

F, X 2/-=: N, (a 4-0'). 

Ecrivons maintenant les équations qui résultent de l'équi- 
libre du madrier. 

Il est soumis à des forces égales et opposées aux réac- 
tions N, Ni et F, Fi qu'il exerce sur les rouleaux; on aura 
donc, pour l'équilibre de ce corps solide, 

F-hFi-z:Q, x\-hN,=:P. 

En ajoutant les premières équations membre à membre et 
ayant égard à ces dernières, nous aurons 

Qx 2/- = (d4-ô')P, 

d'où 

2/' 

Comme application numérique, faisons 

= 0'",OI, Ô'— 0,001, /-iziO, J, 

on aura 

(J=io,o55P. 

Ainsi la résistance est considérablement réduite. 

On emploie toujours ces rouleaux pour transporter hori- 
zontalement une pierre de taille arrivée au sommet du tas, 
c'est-à-dire à la partie supérieure d'un mur en construction. 
On a des appareils fixes qui servent à l'élever sur le tas en un 
point donné, puis, par des rouleaux, on la conduit à la place 
qu'elle doit occuper. Ces rouleaux n'ont pas la forme cylin- 
drique; ils sont généralement fusoïdes ou renflés au milieu 
(Jig. 79), afin qu'on puisse facilement changer quelque peu 
leur direction, soit que leur axe n'ait pas été à rorigine exac- 
tement perpendiculaire aux faces du mur, soit que celui-ci se 
compose de parties faisant un angle très obtus. 
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§ IX. — Frottement mixte des engrenages. 

Nous avons encore à étudier le cas mixte où deux corps 
roulent et glissent en même temps l'un sur l'autre, comme 
cela se présente pour les engrenages (^). 

Dans ce cas, on néglige généralement la résistance due au 
roulement, parce que les dents sont assez dures et assez bien 
polies par le frottement môme pour que cette résistance soit 
tout à fait négligeable, surtout en présence du frottement, qui 
est beaucoup plus considérable. 

Nous supposerons que le contact commence un pas avant 
la ligne des centres, et finisse un pas après, ce qui conduite 
avoir constamment deux paires de dents en contact. SoitT 
{fig. 82) le point de contact de deux dents sur la ligne des 
centres : quand les roues auront tourné chacune de l'angle 
correspondant à un pas, le point de contact T aura parcomu 
sur chaque circonférence primitive des espaces TM' et TiM. 



(') Rappelons-nous d'abord la question cinématique de la transmission 
du mouvement. Nous avons trouvé qu'au moyen des engrenages le mouve- 
ment de l'une des roues se transmet uniformément à l'autre. Or, cela a été 
démontré géométriquement, indépendamment de la nature des roues, des 
frottements, etc. Donc cela aura toujours lieu, quels que soient les frotte- 
ments qui se manifestent et la grandeur des efforts mis en jeu; les résis- 
tances passives n'ont donc aucun effet sur la transmission du mouvement 
proprement dit; elles ne font qu'augmenter le travail qu'il faut dépenser 
pour entretenir le mouvement uniforme de la roue motrice. Je signale en 
passant ce nouvel exemple de l'indépendance parfaite des deux points de 
vue différents auxquels on peut se placer pour étudier les machines : 

i* Considérées comme organes de transmission de mouvement, elles se 
comportent comme des figures géométriques et sont uniquement soumises 
aux lois de la Géométrie. Cette première partie détermine les vitesses de 
tous les divers points en fonction de celle d'un seul pris à volonté. 

2*> Considérées comme transmettant l'action des forces d'un point et d'une 
direction à un autre point et à une autre direction, les machines sont régies 
par le théorème du travail : ce théorème, comme nous l'avons vu, donne 
en fonction du travail disponible à chaque instant les lois de la vitesse du 
point régulateur, et par conséquent celles de tous les autres. 

Accidentellement, toutes ces vitesses peuvent être nulles, c'est-à-dire le 
mouvement impossible, ce qui n'est nullement en contradiction avec les 
lois primordiales de la Cinématique. 
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•arc de glissement est égal à MM'. Le mouvement relatif de 
i roue C par rapport à C comprend un glissement MM' et un 
Dulement de M' en T'; nous négligerons le travail nuisible 
§sultant de ce roulement. 

Supposons le pas a très petit; alors MM sera sensiblement 
gai à sa projection sur la ligne des centres, c*est-â-dire à LL'. 



-• -* -,î / 



Si Ton désigne par \ la valeur inovenne i^). pefidant le 
arcours d'un pas, de la somme des composantes normale» 
es actions mutuelles des deux paires de dents en contact, le 
•ottement sera égal à/N, et le travail du frottement pendant 
e parcours sera égal au produit de/N par Tare de glissement; 
onc le travail du frottement pour le pan'ours d'un pas eîît 
gai à 

^'. ' ' fK 
y. r r " 

Admettant cette valeur approximative, repré^entor»* par T 
a travail moteur, parT \^: travail ré*îr!;ïn?. or;!*^:, cer '-juantît/r* 



cusement qa«e dit* .* c^r -;* /•r-i?*:.--*^*: * *i*'-**'.i'.yyk\*'c*:. *f. 'rf.v.r* t. , \x 
égligeait le frot:*rxi*L'., 

ppliqoée a i'asit -î^» r.-fr-. •> i« ?ct >i\k'.fA <y,.'..'ii-.^. < . *\\e*. *\ j., . *,fc 
ï ligne «uîran; '.kz^t-,.*. **'i*fr'v*: I« ;.?*:-*. ',r. S < „i '■•r*'*^ r. v. •. v. «. a. • v*.s> 
-dirc la nonoMiî* * vi * .r?* './t* : * 1*: * » -f*:*.*.* *:i '.,.'. w : :. . ' -.•.<-* v t. v-«>hi*: 
oujours ao |>:-:i". :.*, ','. ' ">« '.'*. 7 c*-* • .îV.riV,»*:-. .■»"ï ;,.* ," . -rt t.* -< ,. iut 
les ccntre*- 
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de travail étant prises pour un parcours de K fois le pas, on 



aura 



Pour éliminer N, il (aut considérer l'une des roues seule; 
on remarquera que, le pas étant toujours supposé assez petit, 
on peut remplacer, avec une approximation suffisante, Téqua- 
tion de l'équilibre de la roue menée parla formule 

formule qui serait rigoureusement exacte si la normale com- 
mune aux profils des dents en prises était constamment nor- 
male à la ligne des centres. On le peut d'autant plus que la 
quantité KN se trouve dans l'équation ( i ) multipliée par/, qui 
est très petit; on ne commettra donc qu'une erreur très faible 
en remplaçant KNa par T'; donc nous pourrons écrire avec 
une exactitude suffisante cette formule donnée pour la pre- 
mière fois par le Général Poncelet : 



(2) T=r:T' 



I -h 



ï/^'il-^?)] 



On voit, par cette formule, qu'on a intérêt à diminuer le pas 
autant que possible; mais cette diminution a nécessairement 
une limite, parce qu'on arrive bientôt à des dents trop minces 
pour résister aux efforts qu'elles ont à subir. 

Si l'engrenage est cylindrique, on peut introduire dans la 

formule précédente les nombres de dents des roues. En effet, 

on a 

na ^=2 71/', 



donc 




n'a 2 71/'; 


(3) 
Exemple : 


ï — T' 


[.+a(-- 




/ — o,io, 


n 20, 



n' ^= 4o, 
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Dans lecas des engrenages coniques {/i^. 84), la formule (2) 
pourra servir, pourvu qu'on ail soin d'y remplacer r et r' par 
les longueurs TO, TO' des génératrices des deux cônes qu'on 
développe, afin d'avoir les circonférences primitives qui 
servent au tracé des profils. Cela résulte immédiatement de 
ce que nous avons dit sur ces engrenages. En effet, les courbes 
des dents se touchent pendant une courte durée, comme si 
elles restaient dans le plan 00' perpendiculaire à AT. Ces 
engrenages sont plus doux que les engrenages cylindriques 
d'un même nombre de dents. 

Ces formules ont été établies en supposant l'arc d'approche 
et l'arc de retraite égaux tous deux à un pas. Il n'y aurait 
rien à changer si le contact n'avait lieu que d'un côté de la 
ligne des centres, dans l'étendue d'un pas, soit avant, soit 
après le passage au point T. En effet, il n'y a plus alors à la 
fois que deux dents en prise; la pression N s'exerce entre les 
deux dents, au lieu de se partager entre les deux paires de 
dents, comme dans le cas que nous venons d'étudier, de sorte 
que le frottement n'est pas changé (^). 

Au contraire, s'il n'était pas indispensable de proscrire 
d'une manière absolue la transmission opérée par le simple 
contact d'une paire de dents, on pourrait diminuer de moitié 
le travail du frottement en faisant commencer, par exemple, 

le contact - pas avant et finir - pas après la ligne des centres. 

Dans les formules que nous avons établies jusqu'ici, l'in- 
fluence du frottement est la même avant la ligne des centres 
et après. Ce résultat est contraire à toutes les indications de 
la pratique, qui montrent que le frottement avant le passage 
à la ligne des centres est beaucoup plus nuisible que le frotte- 
ment après, et qu'il peut même produire des arcs-boutements 
et empêcher toute espèce de mouvement. 

Mais il ne faut pas oublier que nous avons supposé le pas 
très petit, et alors nos résultats peuvent être considérés 
comme suffisamment exacts. Il n'en serait plus de même si le 



(') Nous avons dit que la dernière disposition serait extrcnienient d< 
tueuse en pratique, parce qu'elle exposerait à des chocs par suite 
moindres irrégularités dans la figure des dents. 
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contact avait lieu à une assez grande dislance de la* ligne des 
centres, en un point tel que M, par exemple {fig- 85). (La 
ligure est faite dans le cas particulier d'un engrenage à flancs 
et épicycloïdes.) 

Soient C et ÇJ les centres des deux circonférences primi- 
tives qui tournent dans le sens indiqué parles flèches. Soient 
Q et P les forces qui agissent sur ces roues, Q étant la puis- 
sance et P la résistance. Avec ces hypothèses, le contact a 
lieu après la, ligne des centres. 

Cherchons les conditions de Téquilibre. La roue C est en 
équilibre sous l'influence de la force P, de la réaction nor- 
male N' et d'une réaction tangenticlle/N' dirigée de M en A, 
dans le sens du mouvement relatif. L'équation d'équilibre 
sera, en prenant les moments par rapport au point C, 

Pr^nrN'^', 

x' désignant le bras de levier de la réaction N et r' le rayon 
de la roue C; le bras de levier du frottement est nul. 

Ecrivons maintenant les conditions d'équilibre de la roue C. 
Elle est en équilibre sous l'influence de la force Q et des 
réactions N et/N égaies et directement opposées aux réac- 
tions N' et/N'. Soient x le bras de levier de la force N,/le 
bras de levier de /N; nous aurons, en prenant les moments 
par rapport au point C, 

Q/-N^— /Nj=:o. 

Eliminons N entre ces deux équations, et nous aurons 



Q'- = (-^+/7) 



x' 



Or, on a, en vertu des triangles semblables CTE, C'TM, 

X r 

donc 

Qr=:P/+P*i^ 

X 

ou 



P X 
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On peut encore donner une autre forme à cette expression 
in introduisant la longueur CD in 5 de la perpendiculaire à la 
igné des centres comprise entre le point C et la ligne CM 
prolongée. En effet, les triangles CDA, CTE sont semblables 
et donnent 

y ^ 



donc enfin 



œ r^ 



Q /- 

P r 



de sorte que la fraction du travail moteur absorbée par le 
frottement est 

■ - • 

Faisons maintenant la supposition inverse. Si P est la puis- 
sance et Q la résistance, le mouvement est sur le point de 
naître dans le sens opposé au précédent, et le contact a lieu 
avant la ligne des centres. Dans ce nouveau cas, les formules 
se déduisent des précédentes en changeant simplement le 
signe de/. On aura donc 

€t, si l'on veut avoir le rapport de la puissance à la résistance, 



Cette quantité, de même que la précédente, est plus grande 

que l'unité; mais elle peut devenir beaucoup plus grande si 

la quantité z augmente suffisamment. En effet, on voit que, si 

fz 
Ton a ^ = I la puissance P est infinie, c'est-à-dire que le 

mouvement n'est pas possible (*) : c'est un nouvel exemple 
de ce que l'on appelle arc-boutement. 

(*) Il est facile de démontrer que la condition précédente répond au cas 
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plan zOœ; donc la rotation de la roue se fait dans le sens de 
a flèche (b) de 7 vers z; Taxe de la rotation doit donc être 
iompté dans le sens CA. 

Si la vis était sinistr^orsum, ce serait Tinverse qui aurait lieu. 

Désignons par n le nombfe des dents de la roue, et par w 
sa vitesse angulaire; /iw sera la vitesse angulaire de lavis 
sans fin. Appelons a la distance CO. 

Pour avoir le frottement de la roue sur la vis, il faut cher- 
cher son mouvement relatif. Pour cela, d'après les règles 
établies, il faut composer le mouvement de la roue avec un 
mouvement égal et contraire à celui de la vis, c'est-à-dire une 
rotation dirigée suivant C^i ifig» 88) avec une rotation ww, 
dirigée suivant OA, en sens inverse de Oy, Pour cela, nous 
appliquons au point C deux rotations CAi, CA', de sens con- 
traires et égales toutes deux à ai co. Nous avons alors au point C 
trois rotations; mais Tune d'elles forme avec celle qui est sur 
le prolongement de 0/ un couple de rotation équivalent à 
une translation OC x ncù ou naod perpendiculaire au plan du 
couple, c'est-à-dire parallèle à Oa: et dirigée en sens contraire, 
le moment du couple étant négatif. Soit CB la vitesse de ce 
mouvement de translation. Les deux autres rotations appli- 
quées au point C se composent en une seule égale à 



0) 



s/n'^ H- 1. 



Nous avons maintenant une rotation autour de CD et une 
translation dont la vitesse est CB. Nous pouvons décomposer 
cette translation en deux dirigées, l'une suivant CF, prolon- 
gement de CD, l'autre suivant une perpendiculaire CE à CD. 
On a, d'après les triangles semblables, 

rp— '^^^'^ 



\J\ 4- n' 



Or on peut, en transportant l'axe CD parallèlement à lui- 
nêine en C,Di, faire naître un couple de rotations (CD, CiDi) 
|ui détruise précisément cette translation CE. 
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On aura ainsi Taxe de rotation glissant qui représentera à 
la fois une rotation wy/i + n\ et une translation inverse 



na(%i 



y/i 4- n 



On sait que la position du point Ci est déterminée par les 
équations suivantes, que Ton retrouve aisément ici : 



~/^^ 



ce, 
oc, 

d*où 

()C,=. -^, CC,_-^. 

Si l'on prenait OCi pour rayon de la circonférence primi- 
tive, la direction de CiD, serait précisément celle de la tan- 
gente à rhélice de la vis sans fin, car on a 

, 27rR 

Il m , 

n 

R étant le rayon de la roue, d'où, si R •= n^r, 

h 



2 71/* 



n =:tangDC ^'. 



De la sorte, le mouvement relatif se composerait simple- 
ment d'un glissement (mouvement de rosion) de la dent de 
la roue sur le plan incliné de la vis, et d'un roulement autour 
d'un axe situé dans le plan tangent aux surfaces en contact, 
roulement dont l'influence nuisible serait négligeable. Quant 
à la translation, elle aurait en ce point sa grandeur minima, 
comme on l'a vu en Cinématique. 

Malheureusement, cette disposition est peu pratique; car 
si /i=:2o, par exemple, le rayon de la vis se trouve réduit à 

7 — de la distance des deux axes. Il faut augmenter ce rayon. 
4oi 

Alors, si nous transportons l'axe CiDi au point de contact 

des cylindres primitifs, cet axe se trouve oblique par rapport 

au plan tangent commun, et donne lieu à deux rotations, 

l'une qui se réduit à un simple roulement autour d'un axe 
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situé dans le plan langent, l'autre qui a lieu autour d'un axe 
perpendiculaire et qui produit un frottement analogue à 
celui d'un pivot sur sa crapaudine. 

Nous négligerons le frottement qui résulte de cette rota- 
tion et nous assimilerons le mouvement à une translation 
sur un plan incliné, dont Tinclinaison i est celle de l'hélice 
moyenne. 

Cela posé, remplaçons les couples qui sollicitent les deux 
arbres par des couples équivalents dont les bras de levier 
respectifs soient les rayons R et r des circonférences primi- 
tives. Soient Prie couple appliqué à la vis, QR celui qui agit 
sur la roue; nous pouvons supposer que l'une des forces de 
chaque couple rencontre l'axe correspondant, les deux autres 
étant appliquées au point de contact des deux corps. La vis 
étant conductrice, P est la puissance, Q la résistance; le 
problème est le même que celui de l'équilibre du plan incliné, 
tien qu'ici les deux corps considérés soient tous les deux 
mobiles {fig. 89). Au moment où la roue est sur le point de 
céder à la pression de la vis, la réaction K de celle-ci est 
inclinée à gauche de la normale, et l'on a pour l'équilibre de 
J a roue 

Q = Kcos(/-h 9). 

Pour l'équilibre de la vis, il faut considérer la réaction Kj, 
égale et opposée à K, et l'on a 

P ~Ksin(t -f- 9), 

d'où 

P = Qtang(« H-cp). 

Si la roue conduisait la vis, on devrait changer le signe de 
l'angle 9, et l'on aurait pour la puissance Q (P étant mainte- 
nant la résistance) 

Q:=Pcot(t — 9). 

Pour que l'engrenage soit réciproque, il faut qu'on ait à la 
fois 

^/« :9o<> -9, 

i l^^ 9 
B. - II. i4 
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OU 

langi< y 
tangj:*>/. 

Les équations précédentes conviennent également au cas 
du mouvement uniforme. 

Imprimons un déplacement virtuel infiniment petit à la 
vis, et soit ds l'arc dont la dent de la vis glisse sur la dent de 
la roue; cet arc, projeté sur les directions des forces P etQ, 
aura pour composantes dscosiy ds%mi, et par suite les pro- 
duits P^^cos/, V ds^xni représentent les travaux élémen- 
taires de la force mouvante P et de la force résistante Q. 

Multipliant l'équation 

P =:Q tang(f-H<p) 
par dsco^i, il vient 

Pûf^costm Q û?5C0S2tang(i -t- 9) 

zm Q<f5sint tang(«-h(p) coti 
ou bien 

T;„— T,.tang(2 + (p)cot/, 

équation qui convient au cas où la vis conduit la roue. 
Si c'est la roue qui conduit la vis, on partira de l'équation 

Q=rrPcot(/— 9),' 

et Ton trouvera entre le travail moteur et le travail résistant 
la relation 

T^ -_= T,. coi{i — (jp) tangï, 

qui n'est autre chose que la précédente, dans laquelle on 
aurait changé i en 90" — i. 

Le travail du frottement, dans la vis sans fin, est toujours 
considérable (*); aussi cet organe est-il surtout employé pour 



(* ) Les formules précédentes ne rendent peut-être pas parfaitement compte 
des frottements énormes que la pratique signale dans la vis sans fin. Le 
pivotement, que nous avons négligé, a certainement aussi sa part d'influence 
sur ce phénomène, ce qu'indique la grande douceur de l'engrenage hyper- 
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transmettre de faibles quantités de travail, ou bien lorsque, 
dans une opération accidentelle, il n'importe pas de perdre 
du travail. 

Remarquons enfin que l'obliquité de Taction mutuelle donne 
naissance sur chacun des deux arbres : 

i^ A une force longitudinale qui détermine des frottements 
sur les épaulements ou les pivots; * 

2^ A un couple appliqué sur Taxe, c'est-à-dire à des efforts 
latéraux sur les coussinets, produisant à la fois une augmen- 
tation du frottement des tourillons et une tendance à l'arra- 
chement ou au desserrage des boulons de scellement. 



boloïde, lequel ne diffère de celui-ci que par la suppression du pivotement. 
Dans Tengrenage de White, c'est au contraire le frottement de rosion 
jui est supprimé et le mouvement est encore beaucoup plus doux. Les 
îonséquences relatives à l'obliquité de l'action mutuelle se retrouvent tout 
entières dans ce dernier système. 



»»g»—^ 
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CHAPITRE m. 

DES CORDES ET COURROIES. 



Au point de vue qui nous occupe actuellement, il n'est 
plus possible de considérer les cordes et courroies comme 
absolument flexibles et inextensibles. Il importe aussi de se 
rendre compte du frottement qui se développe entre ces corps 
et les solides sur lesquels ils s'enroulent. 



§ XI. — ROIDEUR DES CORDES. 

Les cordes employées à transmettre des efforts un peu con- 
sidérables présentent toujours une grande résistance à la 
flexion. Il suit de là que, si l'on considère une corde passant 
sur une poulie fixe, et le mouvement uniforme acquis ou sur 
le point de naître dans le sens de la puissance, la roideuràe 
la corde est une nouvelle résistance passive, qui s'ajoute au 
frottenient de l'essieu de la poulie sur ses appuis, une portion 
du travail de la puissance étant inutilement employée à pro- 
duire la déformation de la corde. 

Il résulte encore de la roideur du câble que celui-ci ne 
passe pas brusquement de la forme rectiligne à une forme cir- 
culaire modelée sur la poulie {Jig. 90), de sorte que le bras 
de levier de la résistance Q est un peu plus grand que la 
somme du rayon de la poulie et de la demi-épaisseur du câble. 

D'après Coulomb, en faisant abstraction du frottement de 
l'essieu, l'excès de la puissance sur la résistance, qui repré- 
sente la roideur de la corde, est une fonction linéaire delà 
résistance Q et peut se mettre sous la forme 



p 0-" ^^ 
P - Q - —^—> 
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D étant le diamètre de la poulie, augmenté de celui de la 
corde. 

Dans cette formule, A et B sont deux coefficients, indépen- 
dants des quantités Q et D, ainsi que de la vitesse du mouve- 
ment de la poulie, au moins quand les tensions sont un peu 
fortes. Ces coefficients varient avec la grosseur et la nature 

de la corde, blanche ou goudronnée, sa sécheresse ou son 
humidité, son état de vétusté. 

Le Tableau suivant, calculé par Navier, donne, pour cer- 
taines cordes expérimentées par Coulomb, les valeurs de A 
et de B qui conviennent quand on prend le kilogramme pour 
unité de force et le mètre pour unité linéaire. Les cordes 
étaient formées de trois torons ou cordes moins grosses, et 
les torons composés d'un certain nombre de brins nommés 
fils de caret. 



Tableau pour calculer la roideur de différentes cordes autour 

d'une poulie de 1™ de diamètre. 









VALEUR 






POIDS 




de B. 


INDICATION DES CORDES. 


DIAMÈTRE. 


par mètre 
de 


de A. 


Roideur 






longueur. 


Roideur 
constante. 


par 

Itilogramme 

de résistance. 


Cordes blanches de 3o fils. . . 


m 

O,020 


kg 
0,283 


0,222 


kg 
0,0097 


» de i5 fils.. . 


o,oi4 


0,145 


0,064 


o,oo55 


» de 6 fils. . . 


0,009 


0,062 


0,011 


0,0024 


Cordes goudronnées de 3o fils. 


0,024 


0,333 


o,35o 


0,0126 


» de 1 5 fils. 


0,017 


o,i63 


0, 106 


, 006 I 


» de 6 fils. 


0,010 


0,069 


0,021 


0,0026 



Les expériences de Coulomb ne permettent pas de tenir 
compte de la diminution considérable qui se produit dans la 
roideur d'une corde, au bout d'un certain temps d'usage. La 
roideur constante doit être doublée quand il s'agit d'une 
corde blanche imbibée d'eau. Cette même roideur augmente 
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sensiblement, pour les cordes goudronnées, quand la tempé- 
rature descend au-dessous de zéro. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet, qui appelle 
de nouvelles expériences, surtout au point de vue des câbles 
en fer. 

Les seuls conseils pratiques qu'on puisse donner consistent 
à recommander d'employer des poulies de grand diamètre, 
des câbles aussi minces qu'il est possible, eu égard à leur 
résistance; et enfin, au point de vue de la durée de la corde, 
d'éviter de la soumettre à des flexions successives en sens 
opposé. 

§ Xll. — Frottement des cordes et courroies. 

Nous avons dit que les transmissions de mouvement par 
courroies sans fin étaient fondées sur l'intensité considérable 
du frottement qui se développe quand une courroie glisse ou 
est sur le point de glisser sur un cylindre qu'elle enveloppe 
en partie {fig^ 91). 

Bien que les phénomènes du frottement des courroies dif- 
fèrent essentiellement de tous ceux que nous avons rencon- 
trés jusqu'ici, nous allons voir qu'ils sont des conséquences 
mathématiques des lois de Coulomb. N'oublions pas toutefois 
que les déductions d'une loi approximative sont d'autant moins 
certaines qu'elles sont plus éloignées. 

Soient Q la force résistante, P la force mouvante, et suppo- 
sons le mouvement sur le point de naître dans le sens de cette 
force. 

Faisant abstraction de la roideur, considérons la corde 
comme composée d'éléments solides articulés glissant sur le 
cylindre. 

Soit T la tension d'un des éléments de la courroie; celte 
tension, pour l'élément suivant, est devenue 

T + ^ï. 

dï est l'effort tangenliel qui détermine le glissement de la 
portion infiniment petite de courroie que nous considérons, 
malgré le frottement déterminé par la pression normale. 
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Or celle pression esl la somme des composantes normales 
des tensions T et T -i- ^ qui comprennent un angle égal à c^r, 
angle de contingence du c}lindre. En négligeant les infini- 
ment petits du second ordre, on a pour la pression 

2Tsin - d-z 'ï fh, 
et pour le frottement (*) 

fïrh. 

Donc, enfin, Téciualion d'équilibre est 

cfï-'-fTclz; 
d'où, en intégrant, 

log nép. ï .-"/7 - - C, 

en appelant r la somme des angles de contingence, somme 
qui est égale à Tangle a, formé par les prolongements des 
deux cordons ou par les per|)endiculaires à ces cordons. 
L'intégrale générale peut s'écrire 

ou, en intégrant depuis la tension Q jusqu'à la tension P, 

Si l'enroulement a lieu sur un cylindre, on pourra rempla- 

S 
cer T par le rapport ^ de l'arc embrassé au rayon du cylindre. 

et l'on aura 

Celte formule présente ceci de remarquable, c'est que le 
rapport de la puissance à la résistance, représenté par une 

— ■ — I 

(*) Voici, d'après M. Morin, les valeurs du cuefiicienl de Iroltenient des 
courroies, lequel est indépendant de la largeur : 

Courroies ordinaires sur tambours en bois ^'--47 

Courroies neu ves o . 5o 

Courroies ordinaires sur poulie? en fonte ". -?8 

Courroies humides i«..i^ 

Cordes de cliaiivre sur poulit-s en boi* ",.">«• 

Suivant le même auteui'. un peut Idire suppoiter sans inconvcuieul à une 
courroie une tension de o"*?, 23 par millimètre carré de st-olion. 
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fonction exponentielle de l'arc embrassé, augmente avec une 
très grande rapidité pour de faibles variations de cet arc. On 
conclut de là qu'il faut une force énorme pour faire glisser 
une courroie sur un cylindre, pour peu qu'on fasse faire à la 
courroie deux ou trois tours sur le cylindre. Les applications 
de cette propriété des courroies sont nombreuses et impor- 
tantes. 

Des freins. 

Quand on veut arrêter ou ralentir brusquement une ma- 
chine, pour un motif de sécurité par exemple, on emploie 
des appareils nommés freins, qui développent d'énergiques 
résistances passives et produisent l'effet voulu au prix d'une 
certaine perte de travail. 

Le sabot des rouliers servait à retenir une voiture sur une 
pente trop rapide, en substituant le glissement au roulement. 
Le même principe se retrouve dans le frein de Laignel appli- 
qué aux chemins de fer. Mais le frein le plus habituel des 
w^agons, ainsi que celui des voitures, se compose simplement 
d'un corps qui vient frotter contre la jante. 

Les propriétés du frottement des corps flexibles servent de 
fondement aux freins les plus énergiques. En voici quelques 
exemples : 

Un homme peut descendre sans danger d'une assez grande 
hauteur, par exemple en cas d'incendie, en se suspendant à 
une corde qu'il fait passer sur un cylindre de bois fixe et dont 
il tient à la main l'autre bout. Il est alors très facile de mo- 
dérer la descente ou de s'arrêter en un point quelconque. 

Supposons en effet le mouvement sur le point de naître dans 
le sens descendant; soient T et ^ la tension des deux brins de 
la corde; comme la corde fait un demi-tour sur le cylindre, 
l'arc embrassé est égal à tt et l'on a 

Le coefficient du frottement des cordes sur le bois étant 

o,5o, on a 

T 

lognép. - — 1,57, 
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i'où 

T 

i=4,8o. 

Or la somme T + ^ est égale au poids P de l'homme sus- 
pendu à la corde; on a donc 

^==0,17?, Tz=o,83P. 

L'effort t suffisant pour arrêter la descente est donc environ 
i2''6 à iS'^g seulement. Pour s'élever par le même procédé, l'ef- 
fort devrait être o,83P. En remplaçant le cylindre fixe par une 
poulie, ces deux efforts seraient sensiblement égaux à o,5oP. 

En quadruplant l'arc embrassé, c'est-à-dire en faisant faire 

T 

deux tours à la corde, le rapport — serait élevé à la quatrième 

puissance, soit à peu près 

T=:53o^ 

On utilise cette propriété, ainsi que nous l'avons dit, pour 
élever des fardeaux au moyen d'un treuil {fig^ 92). Au lieu 
d'arrêter la corde sur le cylindre du treuil, on obtient plus de 
sécurité en faisant simplement faire deux tours à cette corde ; 
l'extrémité libre aboutit dans la main d'un enfant, et l'on voit 
qu'un effort de 2^^ suffit pour soutenir un poids de looc'^s et 
plus. En mollissant la corde, on arrête quand on veut l'as- 
cension. 

Les mêmes principes guident dans l'établissement des appa- 
reils destinés à arrêter un corps en mouvement en détruisant 
dans un temps assez court la force vive emmagasinée dans ce 
corps. Ce problème a une très grande importance et se trouve 
aujourd'hui tout à fait à l'ordre du jour, à cause des nombreux 
accidents de chemins de fer, qui seraient évités pour la plupart 
si le mécanicien avait la faculté d'arrêter rapidement un train 
lancé à grande vitesse. 

Mais il ne faut pas se faire d'illusions à cet égard. La force 
vive ne peut être détruite que par du travail développé, ce qui 
exige nécessairement un certain espace parcouru, plus ou 
moins grand suivant la force vive acquise et la grandeur de la 
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résistance, espace qui ne pourra jamais être réduit au-dessous 
d'une certaine limite, quel que soit l'appareil employé. 

Pour arrêter en peu de temps un bateau animé d'une vitesse 
assez faible, mais dont la masse, et par suite la force vive, est 
considérable, on emploie une corde attachée par l'une de ses 
extrémités au bateau, on fait faire à l'autre bout deux tours 
sur un cylindre de fonte iixé à cet effet sur le quai, et l'on tient 
l'autre extrémité à la main. Un petit effort suffira pour faire 
équilibre à une grande tension exercée par le bateau. Étant 
donné cet effort t, on a pour la tension à laquelle il fait équi- 
libre 

T représente la force appliquée à la partie de la corde qui va 
du bateau au cylindre, c'est-à-dire l'effort résistant appliqué 
au bateau. Le travail de cette force pour un déplacement du 
bateau égal à / sera T /. Or, on connaît la force vive du bateau, 
donc on n'aura qu'à résoudre l'équation 

2 

et nous saurons quelle distance parcourra le bateau avant de 
s'arrêter sous l'influence de la tension T. On calculera d'ail- 
leurs la tension que l'homme devra exercer à l'extrémité delà 
corde, de manière que la tension qui en résulte à l'autre extré- 
mité ne soit pas assez forte pour la casser. 

Freins des arbres tournants. 

C'est encore sur le frottement des courroies et des cordes 
qu'est fondé l'usage des freins ordinaires appliqués aux arbres 
de rotation. 

Un arbre tourne avec une certaine vitesse, très grande sou- 
vent, et l'on veut arrêter cet arbre dans l'espace de temps le 
plus restreint possible. On emploie pour cela des appareils 
appelés freins. 

Ils peuvent consister simplement, comme cela a lieu pour 
les freins ordinaires, en une mâchoire de bois qu'on appuie 
contre la roue. Il se développe un frottement proportionnel à 
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pression P qu'on exerce sur cette mâchoire. Le travail de ce 
>ttement pour n demi-tours décrits par la roue sera 

désignant le rayon de l'arbre ou de la roue auquel estappli- 
Lé le frein. Il suffira d'égaler ce travail à la demi-force vive 
\ la machine pour savoir le nombre n de demi-tours que fera 
irbre avant de s'arrêter. Pour peu que la force vive de la 
achine soit considérable, ce nombre n sera très grand parce 
le le coefficient/ est assez petit. Il a donc fallu trouver un 
atre procédé pour produire facilement des efforts énergiques. 

On fixe sur l'arbre tournant une poulie d'un grand diamètre, 
fin de produire non seulement l'effort résistant le plus grand 
tossible, mais encore de rendre très considérable le travail 
\a cet effort. 

Le frein se compose d'une lame flexible en fer qui embrasse 

peu près les trois quarts de la circonférence {fig- gS). L'une 
«s extrémités de cette lame est attachée à un point fixe 0; 
autre s'attache à un levier qui s'appuie au point 0. En exer- 
ant au point B un effort Q, cet effort se transmet amplifié au 
oint D et il presse la lame contre l'arbre tournant. Il se pro- 
uit alors le frottement d'un arbre mobile sur une lame fixe, 
roltement qui est évidemment identique avec celui d'uno 
une mobile sur un cylindre fixe. 

Supposons que l'arbre tourne dans le sens de la flèche; 
oient Tla tension motrice, t la tension résistante; l'équilibre 
u levier BOD va nous permettre de calculer t. En effet, on a, 
n appelant a et 6 les bras de levier des forces Q et ty 





«Q .^hty 


'où 






'-r 


D'un autre côté, on a 






T -ef^t-, 



^ force T — ^agit comme force résistante pour s'opposer an 
mouvement de l'arbre (*). Si donc R désigne h^ bras de levier 



(') Dans ce cas, nous regardons la force 1 - t rrjmrne force résislantr, 
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(le cette force, son travail pour un nombre œ de tours sera 
représenté par 

en égalant cette quantité à la demi-force vive de l'arbre tour- 
nant, on déterminera le nombre x de tours que fera Tarbre 
jusqu'à son arrêt. 

Prenons/=o,2o (fer sur fonte sans enduit), 

e/a = 2,56, 
ef^— I =1,56. 

Si l'arbre tournait en sens inverse, il faudrait permoier 
T et ^; ce serait la plus petite tension qui passerait au polDt 



tandis que, dans le cas du freîn appliqué aux bateaux, la force T tout entière 

était regardée comme résistante. Il est facile de s'expliquer cette différence. 

En effet, l'effort qui s'oppose au mouvement de l'arbre est Teffort total 

développé par le frottement. Or, le frottement sur une surface dd est égal 

k fïddy et 

dT ^. fï d%. 

Donc, la force que produit le frottement à chaque point est cTT; le moment 
de cette force est RrfT; donc le moment total du frottement sera 






Dans le cas du bateau, si nous le considérons seul, il est bien évident qnc 
la résistance qui lui est appliquée est T, et que le travail de cette force est TA 

Si nous voulons, au contraire, considérer l'ensemble du bateau et du cor- 
don, T devient une force intérieure dont le travail est nul si la corde ne 
s'allonge pas, et la somme des travaux résistants appliqués au système est : 

î*» D'une part, le travail total du frottement 

(T-0/; 

2* De plus, le travail Tl développé par l'homme qui tire l'extrémité de 
la corde, ce qui fait en tout, pour le travail résistant, 

tl. 

C'est ce qu'on avait trouvé immédiatement en considérant le bateau seul, 
et en lui appliquant le théorème du travail. 
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fixe; on aurait 



et le coefficient numérique 

e/a— 1-1,56 
serait remplacé par 

— — ~o,6i. 

g/a 

La première disposition est donc préférable; mais le plus sou- 
vent les freins doi\enl servir à arrêter le mouvement commu- 
niqué à un arbre, tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre, en 
sorte que le plus avantageux est d'employer un frein dont les 
deux extrémités soient fixées à l'extrémité de d^ux leviers 
égaux; il faut alors faire en sorte de donner à ces bras de 
levier la plus petite longueur possible. 

Ces freins, employés comme nous venons de le dire, sont 
très mauvais, surtout lorsqu'on s'en sert pour donner à une 
machine toute la sécurité possible. Quand la vie des hommes 
se trouve mise en jeu, comme dans les roues à chevilles ou 
à marches, on a besoin de freins très sûrs et très puissants. 
On peut dire la même chose des machines qui servent pour 
l'extraction des minerais ou de la houille. Les cuveaux char- 
gés, mus par une machine à vapeur, montent avec une très 
grande rapidité, et il faut les arrêter très rapidement aussitôt 
qu'ils sont arrivés à l'orifice supérieur du puits, sans quoi le 
cuveau monterait jusqu'aux molettes, briserait les poulies et 
tous les appareils qu'il rencontrerait sur son chemin, se bri- 
serait lui-même, et son chargement retombant dans le puits 
pourrait occasionner de très graves accidents. Il faut aussi 
pouvoir arrêter le cuveau à un moment quelconque de la 
course dans un cas d'accident. Pour cela, il ne faut pas comp- 
ter sur la présence d'esprit ou sur le déploiement de la force 
musculaire d'un homme dans un moment critique. Aussi, 
c'est un agent inanimé qui doit être chargé de la manœuvre 
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de force, le rôle de l'agent intelligent étant borné au soin de 
lâcher une détente pour mettre en jeu l'effprt principal. On a 
pour cela un cylindre à vapeur spécial dans lequel se trouve 
un piston dont la tige est chargée de produire l'effort Q quand 
le cylindre reçoit de la vapeur, et il suffit pour cela d'ouvrir 
à un moment donné le robinet qui laisse arriver la vapeur. Ce 
robinet peut être facilement ouvert par le mécanicien au 
moyen d'un certain système de leviers qui se trouve à sa por- 
tée. Si le mécanicien, ne faisant pas assez attention, oubliait 
d'ouvrir le robinet, le receveur placé à l'entrée du puits, assez 
loin de la machine, l'ouvrirait lui-même au moyen d'une trans- 
mission convenable. 

Enfin, le cas où tous les deux seraient inattentifs a encore 
été prévu : le cuveau, en montant, rencontrerait un obstacle 
sur lequel il presserait, et cette pression même, transmise par 
un système particulier, ferait ouvrir le robinet par lequel 
s'introduit la vapeur. 

Tout cela est évidemment fondé sur ce que l'effort déve- 
loppé est indépendant de celui qu'on demande du moteur. Ce 
dernier peut être très petit, puisqu'il se borne à lâcher une 
détente, à ouvrir un robinet. 

C'est à un rôle analogue que se bornent jusqu'à présent les 
applications de l'électricité dans l'industrie. Il serait absurde, 
dans l'état actuel de la Science, d'employer cet agent à déve- 
lopper directement de la force; on peut, au contraire, s'en 
servir avec une grande précision pour mettre en jeu, au 
moment voulu, la force d'un poids ou d'un ressort. 



Des courroies sans fin. 

Deux arbres tournant autour des axes A et A' {fig, 94) por- 
tent des poulies sur lesquelles s'enroule une corde ou courroie 
sans fin convenablement tendue. Les forces P et Q étant appli- 
quées respectivement à deux poulies ou roues montées sur 
les mêmes arbres, on demande les conditions d'équilibre à 
l'instant où le mouvement est sur le point de naître dans le 
sens de la force mouvante P, eu égard aux frottements des 
tourillons A et A', et faisant abstraction de la roideur de la 
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ourroie, laquelle est ordinairement peu sensible. Pour plus 
le simplicité, on ^suppose les forces P et Q verticales et la 
iourroie sensiblement horizontale entre les deux poulies. 

Si la courroie est suffisamment tendue pour ne glisser sur 
aucune des poulies, en nommant T et ^ les tensions des deux 
portions de la courroie, K et R' les rayons des poulies, p et p' 
les rayons des tourillons, p et g \e bras de levier des forces P 
et Q, on aura, pour l'équilibre de la poulie A, 



(I) Pp _ (T - R -A p v/P^ + (T -^ ty = o; 

pour la poulie A', 



(2) (T-OH'-Q^-/,p'v/Q'+iT + 0'--o. 

Pour que la courroie ne glisse sur aucune des deux poulies, 

T 

il faut que le rapport -- soit plus petit que la valeur calculée 

pour le cas où le glissement est sur le point de naître. Ainsi, 
on devra avoir en même temps 



- <:e^ et - <e^' j 

C V 



^ et s' étant les arcs embrassés par la courroie sur les poulies 
A et A'. Dans l'hypothèse de l'énoncé, on a 

s s' 

mais le coefficient/ peut n'être pas le même pour les deux 
poulies. 

Soit m le plus petit des seconds membres des inégalités 
précédentes; on devra poser 

T 

(3) — <m ou bien T=:K/n^, 

V 

K étant un nombre moindre que l'unité et d'autant plus petit 
que l'appareil sera exposé à plus de secousses. Si cette cir- 
constance n'existe pas, on fera K = 0,9 environ. 

Les équations (i), (2), (3) fournissent la solution du pro- 
blème en permettant de calculer les inconnues P, T, t. 
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Connaissant ainsi les tensions T et ^ que les deux brins de 
la courroie prendront dans le mouvement uniforme, on aura 
la tension que Ton devra donner à la courroie dans Tétai 
d'équilibre, en admettant que la somme T + ^ reste à très peu 
près constante. Soit donc Tq la tension commune des deux 
brins quand Tappareil est en équilibre, on aura 

ce qui détermine la valeur minima de Tq. 

En général, on doit éviter de tendre la courroie beaucoup 
plus qu'il ne faut, parce que la résultante des deux tensions 
produit une pression sur chacun des axes et donne par consé- 
quent lieu à un accroissement de frottement. 

Indépendamment des variations de tensions qui sont dues 
au mouvement, la courroie en subit encore d'autres qui dépen- 
dent de l'état hygrométrique de l'atmosphère. Pour y remé- 
dier, on emploie une poulie de tension appelée aussi tendeur. 

Une courroie sans fin étant en mouvement sur une poulie 
motrice et sur une poulie folle, à Tinstant où on la fait passer 
sur une poulie résistante, commence par y glisser; car lapa^ 
lie immobile ne saurait prendre instantanément la vitesse de 
la courroie. On évite ainsi les chocs, le mouvement de la pou- 
lie résistante s'accélérant peu à peu sous Teffort tangentiel 

T-^ 

Tant que le glissement dure, on a 

T = tef^. 
Mais nous avons admis 

T-i-^— 2T0, 

d'où 

e-^'^ — I 



'BOC«^^ 
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CHAPITRE IV- 

APPAREILS SERVANT A MESURER LE TRAVAIL DES FORGES. 



L'expression générale du travail d'une force F, correspou- 
lant à un certain espace parcouru par son point d'application, 
étant 



TF— j FdscosF,ds, 



les formules de quadrature rigoureuse ou approximative nous 
permettront de calculer cette quantité toutes les fois que nous 
connaîtrons la loi qui lie la force tangentieJle à l'espace par- 
couru. 

Dans le cas où cette loi n'est pas susceptible d'une expres- 
sion mathématique, on a des appareils qui donnent la force 
en chaque point et qui enregistrent leurs indications sous 
forme graphique. On s'arrange ordinairement de manière à 
faire décrire à ces instruments une courbe dont les abscisses 
Soient proportionnelles aux chemins parcourus et les ordon- 
t^ées aux efforts tangentiels; l'aire de cette courbe représente 
^e travail. Enfin ces mêmes appareils calculent cette aire soit 
en même temps que la courbe se décrit, soit postérieurement. 

Nous allons en donner quelques exemples. 

§ XIII. — Travail de la vapeur sur un piston. 

On sait que la partie essentielle de la machine à vapeur est 
Un cylindre dans lequel se meut un piston. La force élastique 
4e la vapeur s'exerce à la fois sur les parois fixes du cylindre 
^l sur le piston mobile; elle développe donc un certain tra- 
V'ail tant que le piston peut marcher dans le sens de la pres- 
sion qu'il supporte. 

B. — II. i5 



wO lihLXlèHK HKrn-|0.>. — des MACHLXES es MOUYEXEXr. 

riicjrJioiis «rahord à calculer d^une manière générale le tn- 1- 
vail (l4'Vflo|)|H'! (lar la force élastique d^un gaz renfermé daBsl'^ 
liiic ('iiv<tlo|)|M: ({uelconquey quand cette enveloppe éprouve 
lin i \iiihi!/uinttii tU', forme quelconque. 

I h'. -^i plions (lar p la pression de la vapeur, c'est-à-dire le 
noijihrti t\it kilogrammes qui ferait équilibre à la force éhs- 
I iqiir d(? r.rllp vapcMir s'exerrant sur un mètre carré de surface: 
r|ia(|iiiM>ji''iiHîrit o> do la surface interne de l'enveloppe sop- 
|mrh' iinr rjiarf^'o /h,), et Ton obtient le travail élémentaire de 
< ri le Tnirn ('Il iinilli{)liant/>ci) par la projection sur la normale 
ilii clMMniii parronru. 

h<»iic h» travail élémentaire de cette force est Te=p^^ 
h rhiiil. la porti(»n de la normale interceptée entre les deo 
pu^iiinns d(> r<Mivoloppe. Or la quantité Aco peut être reprè- 
:»<'iiié«^ |)ar \o volume du tronc de prisme ayant w pour base, 
cl tcriniiié aux deux surfaces. Donc le travail élémentaire 
pour tout \o {j:i\7. est 

" T, = pdv. 



2 



TiMir pouNoir intéjrror, il faut connaître la loi quilie/>à<'. 
Cniisiili'rdns SiMiloment deux cas : 

!■ l/<'n\«»loppe est on communication avec un réserroirà 
pi«'>ï»ion constante. Alors on a 



. /^r=/?(r, 



«'o). 



> ' l/«Mï\oloppo ost isolée. On ne sait pas alors la loi qoift 
y à ». .^ moins quo la température ne soit constante. AloBi 
il apié> la liti (lo Mariette, on a 

p\^ -_ const. — C; 

(tour 






I — — =-Llogr — 



K. 



Vpi^liquons ceci au cas le plus ordinaire d*une macbioeà 
X .i|Miir ;\ détente. 

l'cmlant que le piston parcourt un chemin i^ (Jtg- ^)9^ 
, X htiilM* «ommuniquo avec la chaudière, de sorte qaelegtf 
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est à une pression constante po; le travail du piston pour ce 
parcours est égal à po t^o» 

Ensuite la communication est interrompue, et le volume (^o 
de vapeur se dilate. Donc le travail est 



J Pd^\ 



or, en supposant la température constante, on a 



<1'0Ù 



donc le travail est 



P=^—r\ 



V 



— —/^o^olognép. -- i=:/?o^olognep. ^; 

donc le travail pour toute la course du piston est égal à 

/>o^oM + lognép. -^j (1). 

Il faut retrancher de cette expression, pour avoir le travail 
féel du piston, le travail résistant qui résulte de la présence 
<îu gaz ou de la vapeur derrière lui, car le corps de pompe 
<iommunique avec un condenseur ou avec l'atmosphère. Dans 



(*) Si je suppose que /?, tende vers zéro, c'est-à-dire que le volume du 
<iorps de pompe augmente indéfiniment, le travail correspondant est infini. 
ïl semble ainsi qu'une même quantité de vapeur puisse fournir un travail 
*tifini. C'est là une de ces absurdités qui montrent combien de précautions 
*ciit nécessaires pour l'emploi des formules établies dans certaines hypo- 
^bèses qu'on est porté à oublier une fois qu'on est en possession du résultat, 
ïci, nous avons établi la formule en supposant la température constante. 
Or, si la vapeur se dilate, il y a abaissement de température, à moins 
^u'on ne restitue de la chaleur au corps de pompe au moyen d'une double 
enveloppe de vapeur par exemple; de sorte que le travail pourra devenir 
infini, mais il est clair qu'on devra compter pour quelque chose la chaleur 
^Ju'on est obligé de fournir pour maintenir le gaz à une température 
(Constante. C'est ainsi que le poids d'une horloge peut servir indéfiniment 
^t développe dans un espace limité une quantité de travail indéfinie, à la 
Condition qu'on le remonte à des intervalles de temps convenables. 
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les deux cas, la pression est constante et égale à p^. Le tra- 
vail produit est donc 

P\ 
Donc, enfin, le travail disponible sur le piston est 



^'^^i^-'^^^jrjy^- 



Étant donnée une machine à vapeur en marche, il est très 
intéressant de mesurer directement le travail réellement 
développé sur le piston, afin de voir dans quelle mesure les 
formules précédentes peuvent représenter le phénomène. Ce 
travail sera loin d'être entièrement utilisé par la machine, à 
cause des frottements qui existent dans les pièces qui trans- 
mettent le mouvement du piston à Toutil. 

Voici la description de Tappareil qui donne la solution de 
cette question. 

Indicateur de Walt. 

Un petit cylindre AB {fig. loo) est disposé de manière à se 
visser sur l'un des fonds du cylindre de la machine, et com- 
munique avec rinlérieur par son extrémité A. Un piston C 
reçoit l'action de la vapeur et monte plus ou moins dans le 
cylindre AB, en comprimant un ressort en hélice qui le sur- 
monte. Un crayon, fixé à la tige du piston, vient s'appuyer 
par sa pointe sur un cylindre latéral D qui est recouvert d'une 
bande de papier, et qui reçoit autour de son axe EF un mou- 
vement de rotation alternatif proportionnel au mouvement du 
piston de la machine à vapeur. Le crayon trace une courbe 
fermée sur le papier qui enveloppe le cylindre D; l'aire de 
cette courbe sert de mesure au travail moteur développé par 
la vapeur pendant que le piston de la machine cède à son 



C) Si N désigne le nombre de simples courses du piston par minute, l« 
force de la machine en chevaux est 



6^ "'P' (• -^'"S ë - S) ( P»"""^'- 
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action, diminwé du Iravail résislaol qu'elle occasionne lorsque 
ce piston marche en sens conlraire. 

La forme théorique de la courbe est celle de la fig. loi, 
dans laquelle Aïl représente la lig'ne aimo'iphérique. c'est- 
à-dire la ligne que décrirait le crayon si la vapeur dans le 
cylindre conservait la pression atmosphérique. Je suppose 
qu'au, départ du piston le crayon soit en C; il décrira d'abord 
une ligne horizontale CD, parce que pendant un certain temps 
le corps de pompe communique avec la chaudière et que, par 
Suite, la vapeur y garde une pression constanle. Ensuite, la 
pression diminue, le crayon décril la courbe DE. Puis le corps 
de pompe communique avec le condenseur, la pression 
descend rapidement, ce qui donne une droite EF, le point F 
■ correspondant à la pression du condenseur; puis, quand le 
« piston revient à sa première position, la pression ne changeant 
pas, le crayon décril l'horizontale Fd. Enfin on l'ait arriver la 
j_ ïBpeur, la pression augmente presque inslantanémeni, ce qui 
f donne une verticale (rC. 

En pratique, on n'obtient que des courbes approchées de 
celles-là et qui oscillent de part et d'autre d'une certaine 
position moyenne. C'est l'aire de celte courbe moyenne qu'on 
L.prend pour la mesure du Iravail. 

r On peut graduer l'indicateur de Walt et chercher à quelle 
.' hauteur doit monter le crayon pour une pression déterminée, 
\ et par suite, inversement, étant donnée la position du crayon, 
I déterminer la pression. Il suffit de retourner l'indicateur et 

!d'y suspendre successivement des poids qui produiront sur 
Je ressort des charges correspondant aux pressions de i°"°, 
a»"°, 3""", etc. Il est facile de déterminer le poids qui corres- 
pond à j"'" quand on connaît la section du cylindre AB. En 
effet, la pression atmosphérique équivaut à un poids de io33o''b 
.par mètre carré; donc, si A est la section du cylindre rap- 
, portée au mètre carré, 

A X io33o 



est le poids qui correspond à la pression de i'"" sur le piston C. 

L'indicateur de Watt donnerait exactement à chaque instant 

la pression de la vapeur dans rinlérieur du cylindre, s'il y 

avait équilibre entre la force résultant de cette pression et la 
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tension du ressort. Or, iJ n*en est point ainsi pendant que la 
pression de la vapeur diminue par l'effet de la détente, et 
surtout pendant que cette même pression augmente rapide- 
ment au commencement de la course du piston, lorsqu'on 
vient d'ouvrir brusquement la communication du cylindre 
avec la chaudière. 

Aussi le sommet C du diagramme présente-t-il toujours 
une pointe plus ou moins haute, provenant de ce que le 
piston est violemment lancé vers le haut, dépasse la position 
qui conviendrait à l'équilibre, et ne se fixe dans cette posi- 
tion qu'après un certain nombre d'oscillations dont la trace 
est visible sur la courbe. On atténue cet effet en diminuant 
la masse du piston, résultat qui a été obtenu par M. Clair en 
construisant en aluminium le piston ainsi que sa tige. 

M. Clair avait aussi imaginé, par une combinaison cinéma- 
tique extrêmement ingénieuse fondée sur les propriétés de 
l'encliquetage Dobo, de remplacer le mouvement alternatif 
du cylindre sur lequel se trouve le papier par un mouve- 
ment continu, de manière que les courbes tracées par le 
crayon pour un certain nombre de coups de piston successifs 
se placent à la suite les unes des autres au lieu de se super- 
poser. La disposition ancienne est peut-être préférable, en 
ce sens qu'elle fait mieux ressortir la courbe moyenne au 
milieu des irrégularités accidentelles qui affectent chaque 
coup de piston. 



§ XIV. — Dynamomètres a bande et a compteur. 

Pour mesurer facilement une force considérable, on fait 
usage de dynamomètres fondés sur les propriétés des lames 
élastiques fléchies par un effort transversal {fig» gS). Deux 
lames de ressort parallèles sont réunies parleurs extrémités; 
et s'il s'agit, par exemple, de mesurer l'effort d'un cheval attelé 
à une voiture, on attachera le milieu de l'une des lames à la 
voiture, et on fera tirer le cheval sur l'autre lame. L'expé- 
rience prouve que l'écartement des points C et D est propor- 
tionnel à l'effort exercé, et il est facile de déterminer expéri- 
mentalement l'écart correspondant à un effort connu. 
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Dynamomètre de traction à bande. 

On peut enregistrer d'une manière continue les indications 
fournies par cet appareil, en le combinant avec un système 
de bobines à bandes de papier, analogue à celui que repré- 
sente la fig. 99 bis. 

La force de traction est appliquée suivant la direction AB 
«t détermine un accroissement de la dislance des milieux C, 
D des deux lames. La bande de papier se meut au-dessous du 
dynamomètre suivant une direction perpendiculaire à AB. 
Un crayon fixé au point D trace une ligne courbe sur la bande 
de papier; un autre crayon porté par une pièce qui est fixée 
au point C trace en même temps la ligne que tracerait le 
premier crayon, si le point D ne s'était pas écarté du point C 
par l'action de la force. La distance mn de ces deux lignes 
{,fig. 96), prise perpendiculairement à la longueur de la bande 
de papier, sert de mesure à la force qui agit sur le djTiamo- 
naètre, au moment où le crayon fixé en D marque le point m. 
Si la bande de papier est animée d'un mouvement uniforme 
transmis par un mécanisme d'horlogerie, la courbe obtenue 
fait connaître la loi de la force par rapport au temps; si le 
niouveraent de la bande est proportionnel à celui du corps 
auquel est appliquée la force de traction, la courbe tracée 
sur la bande par le crayon D fait connaître la loi de cette 
force par rapport au chemin parcouru. Dans ce dernier cas, 
l'aire mnpq fournit la valeur du travail de la force corres- 
pondant au temps pendant lequel la bande a marché de la 
quantité nq. 

Dynamom^ètre de traction à compteur. 

Un plateau circulaire AB {fig- 97) reçoit un mouvement de 
otation autour de son axe CD; ce mouvement est propor- 
ionnel à celui du corps auquel la force est appliquée. Une 
►oîte E, fixée au milieu de la lame antérieure d'un dynamo- 
mètre, porte une roulette qui est très mobile autour d'un axe 
arallèle à la direction de la force, et qui s'appuie en G sur 
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Je plateau; celle rouletle louche le plateau en C lorsque 
aucune force n'écarte les lames du dynamomètre. La force 
de traction ayant transporté la roulette de C en G, et le pla- 
teau ayant un mouvement proportionnel à celui du point 
d'application de la force, on reconnaît aisément que la quan- 
tité dont tourne la roulette par suite de son adhérence avec 
le plateau est proportionnelle au travail de la force. Le mou- 
vement de la roulette se transmet par un mécanisme d'hor- 
logerie à un cadran divisé dont les diverses parties passent 
ainsi sous un point de repère fixe. L'observation des positions 
initiale et finale de ce cadran fait connaître le nombre de 
tours dont la roulette a tourné pendant la durée de l'expé- 
rience, et, par suite, le travail produit par la force pendant ce 
temps. On détermine la quantité de travail qui corresponde 
chaque division du cadran mobile par une expérience préa- 
lable. 

Les dynamomètres de traction à bande et à compteur 
peuvent être employés, par exemple, pour mesurer le trîivail 
développé dans le tirage des voitures. Dans ce cas, on transmet 
à la bande de papier, ou au plateau, un mouvement propor- 
tionnel à celui de la voiture, au moyen d'une corde sans fin 
que l'on fait passer dans la gorge d'une poulie adaptée au 
moyeu de l'une des roues de la voiture. 

Les appareils à bande ont l'avantage de donner la loi de 
variation de l'effort avec toutes les circonstances. 



Manivelle dynamométrique. 

Cette manivelle se substitue à une manivelle ordinaire, 
lorsque l'on veut mesurer le travail nécessaire pour entre- 
tenir le mouvement de rotation de l'arbre auquel elle est 
adaptée. Une lame de ressort A {fig. 98), fixée par une de ses 
extrémités dans la pièce B qui fait corps avec l'arbre, vient 
passer à son autre extrémité entre deux couteaux d'acier 
portés par le bras CD de la manivelle. Ce bras CD est évidé de 
manière à laisser toute liberté au ressort A qui passe à son 
intérieur; il peut d'ailleurs tourner librement autour du petit 
cylindre E fixé à la pièce B dans le prolongement de l'axe de 
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roiatioli de l'arbre. Lorsqu'on agil sur la poignée I) pour faire 
tourner l'arbre, celle action se iransniet tout entière à l'arbre 
par l'inlermédiaire du ressort qui (lécbil en conséquence. La 
pièce B porle un appareil à bande de papier disposé en arrière 
ilu ressori; la bande se meut proportionnellement au mouve- 
ineul de rolation de l'arbre el dans la dircclion du ressort A, 
lorsqu'il n'est pas tendu. Lin crayon porlÉ par le bras CD de 
la manivelle trace une courbe sur la bande de papier; un 
second crayon, porté par le support de la bande, Irai 
même temps la ligne que le premier crayon tracerait si le 
ressort A n'était pas tendu pendant le mouvement. Ces deux 
lignes servent h déterminer le travail développé par la force 
qui agit sur la manivelle, comme dans le cas du dynamo- 
mètre de traction à bande. 



Dynamomètre de rotation. 



Pour mesurer le travail que développe une machine en pro- 
duisant le mouvement de rotation d'un arbre soumis à l'action 
(le diverses résistances, on se sert de dynamomètres qui ont 
une grande analogie avec la manivelle dynamométrique. Trois 
poulies A, B, G, destinées h recevoir des courroies, sont mon- 
tées sur un arbre DE {fig. 99). La première A est folle sur 
l'arbre, et peut tourner seule, tandis que le reste de l'appareil 
est ea repos. La seconde poulie B est lixée invariablement à 
l'arbre Bli. La troisième poulie C est folle sur l'arbre, comme 
ia première; mais elle ne peut pas tourner indépendamment 
de lui, parce qu'elle lui est reliée par des ressorts. Ces res- 
sorts, analogues à celui de la manivelle dynamométrique, sont 
implantés dans l'arbre DE, el dirigés suivant des rayons de la 
{toulie C; il y en a ordinairement deux, opposés l'un à l'autre. 
Les extrémités de ces ressorls sont engagées entre des cou- 
teaux d'acier que porte la poulie C près de sa circonférence 
{fis- 99- détail C). Lorsque la poulie B tourne, elle entraîne 
l'arbre DE qui fait corps avec elle; col arbre entraine à son 
tour la poulie C par l'intermédiaire des ressorls qui fléchis- 
sent plus ou moins, suivant que la poulie C éprouve une résis- 
tance plus ou moins grande. Pour se servir de cet appareil. 
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011 remploie comme intermédiaire pour la transmission du 
mouvement à Tarbre auquel sont appliquées les résistancesà 
vaincre. On enlève, par exemple, un manchon, qui sert à relier 
ensemble deux portions de cet arbre; puis on adapte à cha- 
cune de ces deux portions, ainsi rendues indépendantes Tane 
de l'autre, deux tambours M, N, destinés à recevoir des coa^ 
roies qui passent en même temps sur les poulies B, C de l'ap- 
pareil. La poulie folle A sert à interrompre et à rétablir à 
volonté la transmission du mouvement, par un transport laté- 
ral de la courroie du tambour M. Un appareil à bande de papier 
ou à compteur est installé à côté de la poulie C {fig- 99 bis); le 
mouvement de la bande de papier ou du plateau est propo^ 
tionnel au mouvement de rotation de l'arbre, et le travail 
développé pour entretenir ce mouvement est donné absolu- 
ment de la même manière que dans les dynamomètres de 
traction. 

§ XV. — Frein dynamo3Iêtrique de Prony. 

Depuis longtemps les mécaniciens ont cherché à mesurer 
par des moyens directs, non pas le travail développé par le 
moteur, mais bien la quantité de travail transmise aux arbres 
tournants pendant le travail régulier des machines, parce que 
c'est là ce qui intéresse surtout l'industriel. Dans le cas d'une 
machine à vapeur, par exemple, on peut mesurer le travail 
de la vapeur dans le cylindre au moyen de rindicaleur de 
Watt. Mais il est possible qu il y ait dans l'intérieur du cylin- 
dre un travail considérable produit, et que, par suite de mau- 
vaises dispositions de la machine, le travail transmis à Tarbrc 
soit de beaucoup diminué et rendu trop faible pour les ma- 
oliiiies que l'arbre tournant devra mettre en mouvement. On 
emploie pour mesurer le tra\' ail disponible le frein de Prony. 
J'entends par travail disponible sur un arbre donné le travail 
transmis par le moteur à la machine, diminué de celui qui 
est absorbé par les résistances passives des pièces intermé- 
diaires comprises entre le récepteur et l'arbre que l'on con- 
sidère. 

Le principe de cette machine est très simple; il consiste & 
supprimer les résistances ordinaires et à employer tout le tra- 
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ail transmis à Tarfore tournaat pour vaincre un traTail résis- 
aint facile à éraluer. Et comme, dans le mouTement régulier 
e la machine, le travail moteur est égal au travail résistant. 
DUS aurons ainsi ce que nous cherchious, le travail moteur 
ansmis à Tarbre à la condition que celui-ci se trouve dans 
Bxpérience absolument daos les mêmes conditions de vitesse 
. autres que dans ie travail régulier. 

Il faut que l'arbre ait en un point de sa longueur une partie 
urnée, on bien que Ton fixe dessus une poulie en fonte à 
>rge plate, également tournée. 

Le frein djnamométrique tel qu'il a été proposé et décrit 
ir M. de Pronv consiste en un levier ab srarni d'un coussi- 
ît e qui repose sur l'arbre tournant c, auquel la direction du 
vier est perpendiculaire (fi^. 102). Une autre pièce àb' 
acée sur l'arbre est réunie à la première ab par deux bou- 
ns d^ d\ au moyen desquels on peut serrer à volonté Farbre 
itre les pièces ab^ ab\ qui portent le nom de mâchoires du 
'ein. De la compression de larbre c entre les mâchoires 
îsulte à sa circonférence un frottement qui, pendant le mon- 
ument, tend à entraîner le levier ab et à le faire participer à 
rotation de l'arbre; mais un poids P, placé dans un plateau 
lé au bout du levier, s'oppose à son mouvement et fait con- 
amment équilibre au frottement qui se développe sur la cir- 
)nférence de l'arbre. 

Pour faire un essai, on commence par supprimer Faction 
3 toutes les résistances qui agissent sur la machine fonction- 
mt régulièrement; puis, en augmentant ou diminuant le 
rrage des écrous, on amène la machine à sa vitesse de 
gime; en même temps on maintient le levier immobile en 
açant un poids convenable dans le plateau. 
Si celte dernière condition est satisfaite et qu'on arrête 
expérience à un instant où la vitesse de la machine soit 
actement ce qu'elle était à l'instant initial, il est clair que 
travail moteur transmis à Tarbre pendant toute la durée de 
(ssai est exactement égal au travail résistant développé par 
frottement des mâchoires sur la jante de la poulie. 
Or, ce dernier travail est facile à obtenir. En effet, soit F 
le des forces tangentielles provenant de Taolion des mà- 
oires sur la circonférence de la poulie; si nous désignons 
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par /• le rayon de cette poulie et par w la vitesse angulaire de 

l'arbre, nous aurons pour le travail de la force F en une 

seconde 

Fwr, 

et pour le travail moteur dépensé pendant le même temps, 

D'un autre côté, le levier est en équilibre sous racliondu 
poids P, dont le moment, par rapport à Taxe, est PR, R étant 
la distance du poids P à Taxe de rotation, et des forces du 
frottement dont les moments sont représentés d'une manière 
générale par Fr; donc on a 

PR = r^F; 

T = PRw. 

On voit qu'on n*a besoin de connaître ni la pression exer- 
cée par les mâchoires du frein sur Tarbre, ni le rapport de 
celte pression au frottement F, et qu'il suffit de la faire varier 
en serrant ou desserrant les boulons d, d! et augmentant ou 
diminuant en même temps le poids P jusqu'à ce que l'arbre 
ait pris la vitesse sur laquelle on veut opérer (*). 

La formule précédente a été établie dans l'hypothèse que la 
vitesse de la machine était exactement la même à la fin de 
l'essai qu'au commencement, et que, de plus, pendant toute 
la durée de l'essai le levier du frein reste immobile. 

La première condition oblige à donner à l'essai une durée 
assez longue, dix à quinze minutes au moins, pendant les- 
quelles on mesurera plusieurs fois la vitesse au moyen d'une 
montre à secondes. Si la vitesse a diminué, c'est que le poids 
mis dans le plateau est trop fort, et il faut recommencer l'essai 
après avoir déchargé le plateau. Suivant le plus ou moins 

(') En mesurant le travail transmis par le moteur pour différentes 
vitesses de la machine, on déterminera la vitesse qui correspond au 
maximum d'effet utile, vitesse qui, ainsi que nous l'avons dit, est sans 
aucun rapport avec la vitesse qu'on veut faire prendre à l'outil. 
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d'habileté de l'opéraleup, ces correclions pourront entraîner 1 
des lâtoanements pénibles ; mais il faut remarquer qu'un très J 
faible cliangemenl de \iiesse peut correspondre à uae assez | 
grande variation de force vive el, par suite, à une dépense 
nolable de travail, si la machine possède plusieurs pièces fai- I 
sanl fonction de volants. L'erreur provenant de celte source I 
aura d'ailleurs une importance relative d'aulant plus faibie I 
que l'essai aura duré plus longtemps. 

Quant à la deuxième condition, il n'est pas possible de I 
maintenir le levier dans une position invariable pendant 1 
durée que nous avons assignée. Le coefficient du frollenieut J 
du frein sur la poulie, malgré tontes les précautions qu'on I 
peut prendre ('), ne reste pas constant, de sorte que l'équi- 
libre se trouve fréquemment rompu; le levier s'élève oui 
s'abaisse, et, pour le ramener à l'horizontalitér on est obligé I 
de diminuer ou d'augmenter le serrage, en agissant avec une f 
clef sur les écrous. 

11 est évident que si, par suite des oscillations du levier, le I 
moment du poids P (ainsi que le moment du poids du freiu 
lui-même, dont il faut tenir compte toutes les fois que l'arbre 
n'est pas vertical) subit des variations, les résultats obtenus 
seront nécessairement incertains el conduiront à des quan- 
tités de travail ditférentes, suivant que le levier sera resté j 
plus ou moins longtemps dans telle ou telle position, 11 est 1 
donc indispensable que ces moments soient bien constants \ 
pour toutes les obliquités que le levier a la faculté de prendre. 
On obtient la constance du moment de la charge du frein en 
attacbaut le plateau au levier à l'aide d'une courroie fixée à 
l'extrémité supérieure d'un arc en fer centré exactement sur 
l'arbre (y?^. io3). 



(') Il faut, pour l'anifutiuilé du frotlemeot, que la ji 
tournée Et parfailemeal centi'ùe sur l'axe de roLalioi 
&olUDtes soient, peadaat toute la durée de l'easaï, à la 
et dans le mâiue état de lubrîfactiaa. 11 y aurait avan 
fort néuessaive au serrage fût riîduit au minimum, k i 
de fronement fût Iréa grand, en même temps que rcgu 

On obtient la régularité Et l'on évite réchauffement ej 
res d'eau pure. Il est ioulUe el mfime mai 



l'e» 
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Quant au moment du poids des freins, il ne peut être rigoo- 
rcusemenl constant que si Tappareil est équilibré autour de 
l'axe de rotation, ce qui n'est pas le cas habituel. C'est là une 
cause d'erreur qui n'a été complètement évitée que dans le 
IVoin circulaire de M. Kretz {fig. io4), que nous décrirons 
dans un instant. 

Lorsque ces deux conditions sont remplies, les oscillations 
inévitables du frein ne troublent en rien l'exactitude des 
résultats obtenus dans l'essai (*). 

Le moment du poids, pour les freins ordinaires, doit être 
déterminé par une expérience préalable dans laquelle on fait 
reposer la mâchoire supérieure du frein sur un couteau A 
(y/V. io5). Le frein tend h tomber du côté du plateau; on le 
maintient horizontal à l'aide de cales. Un peu au-dessus do 
frein est disposé un fléau de balance BD dont l'une des extré- 
mités B est précisément sur la direction de la verticale pas- 
sant par le centre de gravité du poids placé dans le plateau. 
Ou attache une courroie, d'une part à cette extrémité, d'autre 
pai*t à la partie inférieure de l'arc; on enlève les cales et J'en 
détermine le poids 11 qu'il faut suspendre en D à l'autre bout 
du fléau pour maintenir le le>ier horizontal. 

Lo poids 11, qui, ainsi appliqué à la distance R = AE, a 
prôoisémont le même moment que le poids de l'appareil, se 
nomme :arc o\/ fn/n. 

l/inoonvénient de cette manière d'opérer est que le levier 
ainsi phu'é constitue une espèce de balance, mais une balance 
paresseuse, de sorte qu'il règne une assez grande incertitude 
sur le poiils qu'on doit mettre pour obtenir l'équilibre. Il est 
cep en il ont bien important d'avoir ce poids avec une grande 
oxaotitndo, >u que pour dos vitesses assez fortes il faut très 
p(Mi de chose pour représenter un cheval de force. Une autre 
*auso d erreur très eravo provient de ce que, pendant la tare, 
la i^^iation ne se fait pas autour du même axe que pendant 
r<'ssai. et en vertr» de ce que le frein formé de voussoirsse 
d^'^t^MMue. ce qui modille îa position de son centre de gravité. 



y ^ » 'o« « 1^ , 1 i a\\ h «\n V s,% n t o\ l r;. ; î os il n .^fcm oi'rc sur les con^îiions à rem- 
fin J.tfi\ i «■•.;/>/.., ,-ff, .'"■', 'i'? r^;iU(,nionic!rJau/'. par M. Kretz {Comptes 
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elle exige toujours un certain temps, et il convient, afin de 
ralentir les oscillations, de donner une valeur suflîsamment 
grande au moment d'inertie de Tappareil, c'est-à-dire d'avoir 
une poulie de très grand diamètre, et d'éloigner le plateau de 
l'axe le plus possible. 

Stabilité du frein, — On peut s'arranger de manière que, 
s'il y a augmentation ou diminution du moment des frotte- 
ments, les variations du moment de la charge et des poids 
rétablissent l'équilibre; c'est ce qui arrive quand le levier est 
placé au-dessous sans arc de cercle. On obtient ainsi une 
grande stabilité; mais, par cela même, on s'expose à des 
erreurs, car le levier peut prendre une nouvelle position 
d'équilibre sans que l'opérateur soit obligé de manœuvrer les 
écrous et, par suite, de remettre le système dans sa position 
normale. Avec l'autre disposition, l'opérateur est obligé de 
corriger immédiatement les moindres variations, sous peine 
de laisser manquer l'essai. 

Diverses dispositions données au frein. 

La disposition la plus habituelle est celle de la fig» 102, 
dans laquelle la mâchoire inférieure est souvent remplacée 
par une série de voussoirs maintenus par une bande en fer 
{fig. 106). 

Ldi fig, io3 représente le frein employé par M. Rolland et 
construit par M. Farcot (^) pour l'essai des machines de la 
manufacture des tabacs de Strasbourg. 

Le frein est monté sur une poulie en fonte tournée sur sa 
gorge et composée de deux parties qui se rapprochent pour 
embrasser l'arbre, et qui se réunissent au moyen de boulons. 
La poulie est creuse, et ses joues sont percées de trous par 
lesquels on peut introduire dans l'intérieur de la couronne 
un courant d'eau dans le but de prévenir réchauffement de la 
jante et d'uniformiser le frottement. Un deuxième courant 
arrose, dans le même but, la partie extérieure de la couronne; 



( * ) Les dispositions principales de ce frein avaient été indiquées anté- 
rieurement par M. de Saint-Léger {Annales des Mines, t. XII; 1837). 
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du momeni du poids pendant l'essai. S'il était au-dessus, la 
balance serait folle ; au-dessous, elle serait paresseuse. 

Il n'y a donc pas à s'occuper de la tare du frein^ ou plutôt 
cette opération consiste simplement à faire coïncider le centre 
de gravité avec le centre de rotation, résultat auquel on arrive 
facilement par l'addition de lames de plomb sur les parties 
trop légères. 

La tare de ce frein reste très sensiblement constante pen- 
dant l'essai, parce que l'eau qui vient imprégner lesvoussoirs 
se répartit régulièrement autour de l'axe; on peut du reste 
la rendre invariable en saturant tous les voussoirs d'eau avant 
l'expérience. 
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